GÉOMÉTRIE 
ANALYTIQUE 


-ditions Mir Moscou 


B. A. HJIBHH, 
9. l. HO3SHAK 


AHAJIHTHUECKAA 
FEOMETPHA 


H3XATEJIECTBO «HAY KA» 
MOCKBA 


V. ILINE, E. POZNIAK 


GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 


ÉDITIONS MIR + MOSCOU 


Traduit du russe 
par 
Djiilali Embarek 


Ha fpanyyscrou ssuxre 


© Hasnarenserso eHaykas, 1981 r. 
© Traduction française Editions Mir 1985 


AVANT-PROPOS 


Cet ouvrage a son origine dans les cours lus par les auteurs de- 
puis plusieurs années à la faculté de physique de l'Université de 
Moscou. 

Quelles sont ses principales qualités? Tout d’abord, le plan et 
l'espace sont étudiés parallèlement tout au long de l'ouvrage. 

L'algèbre vectorielle est développée avec force détails. La notion 
de dépendance linéaire des vecteurs est introduite dès le départ et 
elle est mise à contribution pour établir l’unicité de la décomposi- 
tion d'un vecteur par rapport à une base affine. La démonstration 
de la distributivité du produit vectoriel et les formules du produit 
vectoriel double rompent avec la tradition. 

Les changements des systèmes de coordonnées sont étudiés mi- 
nutieusement pour le rôle qu'ils jouent en mécanique rationnelle. 
On élucide le rôle des angles d’Euler et on établit que deux bases de 
même orientation se correspondent par le produit d’une translation 
et d’une rotation autour d’un axe dans l’espace. 

Le chapitre consacré aux figures linéaires contient en plus de la 
théorie classique, de nombreux problèmes modèles qui à notre avis 
seront profitables aux étudiants. On traite également certains pro- 
blèmes de théorie des coniques (propriétés optiques, équations polai- 
res, etc.) qui interviennent dans les applications. 

L'annexe de cet ouvrage développe un sujet qui ne figure pas dans 
les cours classiques de géométrie analytique; on donne un aperçu 
des principes du développement logique de la géométrie, on justifie 
la méthode des coordonnées, on expose les notions fondamentales 
des géométries euclidienne et non euclidienne et on démontre leur 
non-contradiction. 

Les sujets développés présentent de l'intérêt parce qu'ils per- 
mettent non seulement d'appréhender les principes logiques de 
construction de la géométrie, mais aussi de comprendre de nombreux 
domaines de la physique contemporaine. 

Les auteurs expriment leur gratitude à A. Tikhonov et à A. Svech- 
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nikov dont les conseils et les critiques amicales ont contribué à 
l'amélioration du contenu de cet ouvrage. 

Ils sont également reconnaissants à N. Efimov et A. Léontiev 
pour la lecture du manuscrit et leurs remarques judicieuses. 


V. Iline, E. Pozniak 


INTRODUCTION 


La géométrie analytique a pour objectif d'étudier les propriétés 
géométriques des êtres par la méthode analytique. 

Cette méthode est basée sur la méthode des coordonnées dont Des- 
cartes *) a le premier fait un usage systématique. 

Les notions fondamentales de géométrie (point, droite et plan) 
font partie des notions premières. Ces notions peuvent être décrites, 
mais toute tentative de définir l’une d'elles conduit inévitablement 
à la définition d’une notion équivalente. La méthode axiomatique, 
au développement et à la finition de laquelle le mathématicien alle- 
mand Hilbert (1862-1943) a apporté une contribution décisive, est 
une méthode d'introduction de ces notions qui est irréprochable 
sur le plan de la logique. 

La méthode axiomatique est exposée dans l’Annexe in fine. On 
donne ibidem un aperçu sur le système tout entier d’axiomes de géo- 
métrie et sur la géométrie non euclidienne à laquelle on est conduit 
en remplaçant un axiome (l’axiome de la parallèle) par une propo- 
sition le contredisant. 

On étudie ibidem la non-contradiction de la géométrie euclidienne 
et de la géométrie non euclidienne et on montre que les points trai- 
tés comme des triples (x, y, :) de nombres réels, les droites, traitées 
comme l’ensemble des triples (x, y, z) satisfaisant à un système de 
deux équations linéaires et enfin les plans traités comme l’ensemble 
des points (x, y, z) vérifiant une équation linéaire, sont une réali- 
sation concrète de l’ensemble des êtres satisfaisant aux axiomes de 
la géométrie. 

La méthode axiomatique jette les fondements de la méthode des 
coordonnées qui est la pierre angulaire de la géométrie analytique. 
L'introduction des coordonnées sur la droite par exemple, se base 
sur l'existence d’une correspondance biunivoque entre l'ensemble de: 
points de la droite et l'ensemble des réels. La démonstration de l’exis- 
tence de cette correspondance s'appuie sur les axiomes de la géo- 


*) René Descartes, illustre philosophe et mathématicien françai: 
(1596-1650). 


D unes. “© 
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métrie et sur les axiomes (propriétés) de l’ensemble des réels. Elle 
figure dans l'Annexe de cet ouvrage. 

Donc, dans l'Annexe, le lecteur trouvera la justification aussi 
bien du développement des principales notions géométriques que de 
la méthode des coordonnées en géométrie analytique. 

La méthode des coordonnées est un puissant appareil qui permet 
de solliciter les méthodes de l'algèbre et de l’analyse mathématique 
pour l'étude des êtres géométriques. 


CHAPITRE PREMIER 


SYSTÈMES DE COORDONNÉES. 
PROBLÈMES ÉLÉMENTAIRES 
DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 


Dans ce chapitre, on introduit les coordonnées cartésiennes *} 
sur la droite, dans le plan et dans l’espace. On étudie des problèmes 
élémentaires de géométrie analytique (distance de deux points, divi- 
sion d’un sement dans un rapport donné). On définit d'autres sys- 
tèmes de coordonnées (polaires, cylindriques et sphériques). 


$ 1. Coordonnées cartésiennes sur la droite 


1. Segments orientés sur un axe. On appellera are une droite **} 
orientée, c'est-à-dire une droite sur laquelle on a choisi un sens de 
parcours. Un segment d'un axe sera 

e LU Ld LU L) Lad e e 
dit orienté si] on connaît son origi- A B D ce 
ne et son extrémité. On désignera  —0—30——0<—0—— 
un sement de droite orienté d'ori- 
œi _ £ L] > X Cd e Le £ S e | 
œinc 4 el d'extrémité B parle sym Fig. 11 


bole AB (la figure 1.1 représente les 


segments de droite orientés 48 et CD). On étudiera aussi des seg- 
ments de droite orientés nuls, i.e. des segments dont l'origine est 
confondue avec l'extrémité. 

À chaque segment de droite orienté est associée une caracté- 


ristique numérique : sa mesure algébrique. La mesure algébrique AB 


du segment orienté AB est un nombre égal à la longueur du segment 


*) Les coordonnées (du latin co, ensemble, et ordinatus, ordonné) sont des 
nombres dont la donnée définit la position d’un point sur une droite, dans un 
plan ou dans l’espace (respectivement sur une courbe ou une surface). C'est au 
savant français R. Descartes qu'on doit l'introduction de la méthode des 
coordonnées qui permet d'interpréter les problèmes de géométrie en termes 
d'analyse mathématique et vice versa. | | 

++) A la fin de cet ouvrage, dans l’Annexe, on étudie l'introduction axioma- 
tique des notions géométriques fondamentales (de point, de droite et de plan). 
On établit aussi une relation entre la notion géométrique de ligne droite et la 
notion d'are numérique. 
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— —> 

AB et qui est pris avec le signe plus ou moins selon que AB est de 
même sens ou de sens contraire à l’axe. Les mesures algébriques de 
tous les segments de droite orientés nuls sont supposées nulles. 


2. Opérations linéaires sur les segments de droite orientés. Rela- 
tion de Chasles. Définissons préalablement l'égalité de segments de 
droite orientés. On déplacera les segments de droite orientés le long 
de l’axe qui les porte en conservant leur longueur et leur sens *). 

On dit que deux segments de droite orientés non nuls sont égaux si 
leurs origines et leurs extrémités viennent en coïncidence par un dépla- 
cement. Deux segments de droite orientés nuls sont égaux. 

Il est évident qu'une condition nécessaire et suffisante d'égalité 
de deux segments de droite orientés, portés par un même axe, est l'éga- 
lité de leurs mesures algébriques. 

On appellera opérations linéaires sur des segments de droite orientés 
l'addition de ces segments et la multiplication d’un segment orienté 
par un nombre réel. 

Passons à la définition de ces opérations. 


>? 


Pour définir la somme des segments de droite orientés AB et 
CD. faisons coincider l’origine € du segment CD avec l'extrémité B 
du segment AB (fig. 1.2). Le segment de droite orienté AD ainsi 
obtenu s'appelle somme des segments orientés AB et CD et se note 
AB + CD. 

On a le théorème fondamental suivant: 


Théorème 1.1. La mesure algébrique de la somme de segments de 
droite orientés est égale à la somme de leurs mesures algébriques. 


Démonstration. Supposons que l'un au moins des seg- 
_. Een = 


ments AZ et CD est nul. Si par exemple le segment CD est nul, alors 
---» —» —> 

la somme A2 -- CD est confondue avec le segment AB, et le théore- 
— —> 

me est prouvé. Supposons maintenant que les segments AB et CD 

— 
ne sont pas nuls. Faisons coïncider l'origine C du segment CD avec 
—+ —> —> —> 
l'extrémité B du segment AB. Alors AB + CD = AD. Il nous 
faut prouver l'égalité AB + CD = AD. Considérons le cas où les 
— — 
deux segments AB et CD sont de même sens (fig. 1.2). Dans ce cas, 
*) La possibilité de FR les segments orientés est liée aux axiomes 
a 


de congruence (cf. Annexe à la fin de l'ouvrage et notamment la note de la 
page 193). 
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— 
la longueur du segment AD est égale à la somme des longueurs des 
— — — 
segments AB et CD et de plus le segment AD est de même sens que 
—+ —> DES a ess 
chacun des segments AB et CD . Donc, l'égalité AB + CD = AD 
—> 


— 
est vérifiée. Considérons enfin le cas où les segments AB et CD sont 
de sens contraire (fig. 1.3). Dans ce cas, les mesures algébriques 4B 


€ D D G 
"QC O0 — —Q mn  ) "Je 
À B A B 
Fig. 1.2 Fig. 1.3 


——+ 


et CD sont de signes contraires, donc la longueur du segment AD 


— __——— —> 
est égale à | AB + CD |. Comme le segment AD est de même sens 
— — 
que celui des segments AB et CD qui a la plus grande longueur, sa 
—> = PE. 
mesure algébrique AD est de même signe que AB + CD, c'est-à-dire 
qu'on a l'égalité AB - CD — AD. C.q.f.d. 

Corollaire. Quelle que soit la position relative des points À, B, C 
sur l'axe numérique. les mesures algébriques AB, BC et AC vérifient 
la relation — 

AB -- BC :- AC (1.1) 


qui s'appelle relation de Chasles. 


La multiplication d'un segment de dronte orienté par un nombre 
réel « se définit comme suit. 


On appelle produit du segment orienté AB par un nombre « et 
on note a AB le segment orienté dont la longueur est égale au produit 
du nombre | &« | par la longueur du segment AB et qui est de même 
sens que AB si «a > 0 et de sens contraire si a << U. 

Jl est évident que la mesure algébrique de a. AB est égale à 


a. AB. 


3. Coordonnées cartésiennes sur la droite. Les coordonnées car- 
tésiennes sur la droite se définissent de la manière suivante. Choisis- 
sons sur la droite un sens et un point © (l’origine des coordonnées) 
(fig. 1.4). Définissons par ailleurs une unité de mesure. Considérons 
maintenant un point arbitraire Af sur cette droite. On appellera 
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coordonnée cartésienne x du point M la mesure algébrique du segment 


——} 
de droite orienté OM. 
Le fait que le point 7 possède une coordonnée x est noté par 
le symbole M(x). 


Remarque. L'introduction des coordonnées cartésiennes 
sur la droite est :1n procédé associant à tout point M de la droite un 
nombre réel x bien défini. La ques- 


LE” tion de savoir si ce procédé épuise 
0, —)Ÿ%” l'ensemble de tous les récls, c'est- 
() M à-dire la question de savoir si 


cette application est bijective, est 
résolue positivement dans l'Anne- 
xe à la fin de l'ouvrage. 


Fig. 1.4 


Soient A, (x,) et M, (x.) deux points de cet axe. On se propose 
d'exprimer la mesure algébrique W,M, en fonction des coordonnées 
Zi Et To. 

Théorème 1.2. La mesure algébrique MM, du segment de droite 


orienté MM, est égale à za — x, c’est-à-dire que 
MM = 2 — 7. (1.2) 


Démonstration. Considérons les points O, M, et Wa 
de l'axe. En vertu du théorème 1.1, on a 


OM, ._… M,M,; = OM. (1.3) 


Comme OM, = x,, OM, = x, on déduit la relation (1.2) grâce à 
(1.3). C.q.f.d. 


Corollaire. La distance p (M,, M.) des points M, (x;) et M2 (x) 
est donnée par la formule 


op (M,M.)= 1x —x |. (1.4) 


$ 2. Coordonnées cartésiennes dans le plan et dans l'espace 


1. Coordonnées cartésiennes dans le plan. Deux axes perpendi- 
culaires de même origine et de même unité de mesure (fig. 1.5) for- 
ment un système de coordonnées cartésiennes rectangulaires dans le 
plan. L'un de ces axes s'appelle axe Ox ou axe des abscisses, l’autre, 
axe Oy ou axe des ordonnées. Ces axes s'appellent aussi axes de coordon- 
nées. Désignons par M, et A, les projections respectives d’un point 
arbitraire À? du plan sur les axes Ox et Oy. 
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On appellera coordonnées cartésiennes rectangulaires x et y du point 
M les mesures algébriques respectives des segments de droite orientés 


——}> —— 
OM, et OM}. 

Les coordonnées x et y du point M s'appellent respectivement 
abscisse et ordonnée. On note ceci: M{x, y). 


Fig. 1.5 Fig. 1.6 


Les axes de coordonnées partagent le plan en quatre quadrants 
numérotés comme sur la figure 1.6. Cette figure indique les signes 
des coordonnées des points selon qu’ils appartiennent à tel ou tel 
quadrant. 


2. Coordonnées cartésiennes dans l’espace. Les coordonnées car- 
tésiennes dans l’espace se définissent comme dans le plan. 

Trois axes deux à deux perpendiculaires (axes de coordonnées) 
de même origine © et de même unité de mesure (fig. 1.7) forment 
un système de coordonnées carté- 
siennes rectangulaires dans l’es- 
pace. L’axe Oz est l’axe des abscis- 
ses, l'axe Oy, celui des ordonnées, 
l'axe Oz, celui des cotes. Soient M., 
M, et M, les projections respectives 
d'un point arbitraire M de l’espace 
sur ces axes. 

On appelle coordonnées rectan- 
gulaires cartésiennes zx, y et z du 
point M les mesures algébriques res- 
pectives des segments de droite orien- 


—>  — —p 
tés OM,, OM, et OM.. 

Les coordonnées x, y et z du point M sont dites respectivement 
abscisse, ordonnée et cote. Le fait que le point M a x, y et z pour coor- 
données se note: M{x, y, 2). 


Fig. 1.7 
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Les axes de coordonnées sont situés deux à deux dans les plans 
de coordonnées Ozxy, Oyz et Ozx (fig. 1.7). Ces plans partagent l’espace 
en huit octants. Le lecteur établira sans peine les signes des coordon- 
nées des points selon qu'ils appartiennent à tel ou tel octant. 


$ 3. Problèmes élémentaires de géométrie analytique 


1. Notion de segment de droite orienté dans l’espace. Projection 
d’un segment de droite orienté sur un axe. On dit qu'un segment 
de l'espace est orienté si l'on con- 
naît son origine et son extrémité. 
Comme au n° 1, $ 1 de ce chapi- 


tre, on désignera par AB un seg- 
ment de droite orienté d'origine 
A et d'extrémité 2. 
Considérons dans l’espace un 
_— 
segment de droite orienté A1,M, 
et un axe Or (fig. 1.8). On admet- 
Fig. 1.8 tra qu’on a introduit des coordon- 
nées-cartésiennes sur l’axe Or. 


T 


—— 
On appelle projection pro;M,M, du segment de droite orienté 
——— — 
MM, sur l'axe Ox le segment de droite orienté M,,M,., dont l'ori- 
——— 
gine À/,, est la projection de l’origine de A7,M, et l'extrémité M.., 


la projection de l’extrémité de M,M.. 
Soient r, et x, les coordonnées respectives des points Af,, et 17, 
——— 
sur l'axe Or. De la définition de pro, M,M, et du théorème 1.2, 
il s’ensuit 


Prox MM,= 2. (1.5) 


> 
Etablissons encore une formule pour calculer pr,.M,M.. A cet effet 


—— 

transportons le segment orienté M,M, parallèlement à lui-même 

de manière que son origine vienne en coïncidence avec un point 

quelconque de l'axe Oz (sur la figure 1.8 ce point est M,.). Dési- 

gnons par le plus petit des angles de Oz avec le segment de droite 
—> 


— —— 
orienté M,,M° obtenu par le transport parallèle de M,A/,. A noter 


a —# 
que p € [0, x}. Il est évident que l'angle @ est aigu si M,,M,, est 
de même sens que l'axe Ox et obtus dans le cas contraire. En se servant 
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de ceci on s'assure sans peine que 
EE | 
prox MM,=]|M,M,]| cos, (1.6) 
nr ? as 
où | M,M, | désigne le module de M,A1.. 


2. Distance de deux points. On se propose d'établir une formule 
pour calculer la distance de deux points en fonction de leurs coor- 
données. Ce problème a déjà été résolu pour les points de la droite 


Fig. 1.9 Fig. 1.10 


au n° 3, $ 1 de ce chapitre (cf. formule (1.4)). Pour fixer les idées, 
on traitera en détail le cas où les points sont situés dans l'espace. 
Soient dans l'espace un système de coordonnées rectangulaires 
Ozxyz et des points M, (x, ya, 21) et Ma (Tes Yes 22) (fig. 1.9). Il est 
évident que la distance p (M,, M.) des points M, et M, est égale 
——— 


à la longueur du segment de droite orienté M,M, ou encore à la lon- 
gueur de la diagonale du parallélépipède dont les faces sont parallè- 
les aux plans de coordonnées et passent par les points M, et M, (ce 
parallélépipède est représenté en pointillé sur la figure 1.9). La 
Jongueur de l'arête de ce parallélépipède qui est parallèle à l'axe 


——> 


Ox est visiblement égale au module de la projection de M,M, sur 
l'axe Ox, c'est-à-dire, en vertu de la formule (1.5), à | x: — x, |. 
Pour les mêmes raisons, les longueurs des arêtes parallèles aux axes 
Oy et Oz seront respectivement égales à | y — y1 | et | Ze — 2, |. 
Le théorème de Pythagore nous conduit à la formule suivante pour 
p (M, M): 


p(M;, Mo) = V (me —2)2+ (ÿe — y) + (22 — 21). (1.7) 


Remarque. La formule qui exprime la distance de deux 
points du plan Oxy s'écrit: 


PM, Mo) = V2) + (ÿe— y)? (1.8) 
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3. Division d’un segment dans un rapport donné. Soient dans 
l’espace deux points distincts M, et M, et la droite passant par eux. 
Orientons cette droite (fig. 1.10). Les points A7, et M, définissent 

——— 


ainsi un segment de droite orienté M,M.. 
Soit sur cet axe un point arbitraire Af distinct de Af.. 
Le nombre 


MM: 9 


s'appelle rapport dans lequel le point M partage le segment de droite 


— —— 
orienté M,M,. Donc, tout point A7 distinct de Af, partage M,M, 
dans un rapport À, où À est défini par la relation (1.9). 


Remarque {. Si l’on change le sens de la droite passant 
par M, et M,, les mesures algébriques de tous les segments de droite 


orientés changeront de signe. Donc, le rapport ee 


du second mem- 


bre de la formule (1.9) ne dépend pas du sens de ‘la droite M,M:. 
D à calculer les coordonnées d'un point M partageant le segment 


Mn, dans un rapport À donné (À = 1) en admettant que les coor- 
données des points M, et M, sont connues. 

Considérons un système de coordonnées rectangulaires Ozxyz 
et supposons que (z3, Yy, 21)» (Tor Yos 22) et (x, y, z) sont les coor- 
données respectives des points Af,, M, et M dans ce système. Proje- 
tons les points M,, M, et M sur les axes de coordonnées (la figu- 
re 1.10 ne représente que les projections M,,, M,, et M, des points 
M,, M, et M sur l'axe Oz). Il est évident que le point M, partage 


— —} 
le segment de droite orienté M,,M,, dans le rapport À. Donc, 


M ixM x 
M xM2x 


— À. (1.10) 


Le théorème 1.2 nous dit que M,.M, =zx—x, et M.M. “Max = 


— x, — z. De là, et de la relation 1.10, on déduit que x— rie 
De façon exactement analogue on calcule les coordonnées y et z du 
point M. Donc 


_. Zi + ze + y1 + Âge _ 21 + Àz 
Re Un ù Ce (6) 
Les formules (1.11) s'appellent formules de division d'un segment 
dans un rapport donné À. 
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Remarque 2. Il est évident que si À — 1, alors le point M 


—— 
partage le segment 1{,M, en deux. Les formules obtenues à partir 
de (1.11) s'appellent alors formules de division d'un segment en deux. 


Remarque 3. SiA>0, le point M est compris entre M, 


et M, (dans ce cas, ainsi qu'il ressort de la formule (1.9), les seg- 
——— 


— — 

ments orientés M,M et MM, sont de même sens) ; si À << 0, le point 
——— 

M est situé à l’extérieur de M,M.. 


Remarque 4. Les relations (1.11) ont un sens pour toute 


valeur de À =£ —1. Ceci explique en particulier la restriction im- 
posée auparavant à À. 


Exemple. Calculons maintenant les coordonnées du centre de 
gravité d'un système de points matériels. 

Utilisons les deux hypothèses suivantes correspondant à des faits 
physiques connus: 

1) Le centre de gravité d’un système de deux points M, et M, 
affectés des masses respectives m, et m, est situé sur le segment M,M, 


qu'il partage dans le rapport À — a, 


2) Le centre de gravité d’un système de points M,, M, . .. 

…» Mh-x M, affectés des masses respectives m,, Me, . . ., Mn-1s 
mA est confondu avec le centre de gravité d’un système de deux points 
dont l’un est le point M, de masse m,, et l’autre, le centre de gravité 
du système de points M,, M,, ..., M,_, (de masses m,, m2, . .. 

: Mn) affecté de la masse m, + m, +... + mn. 

De la première hypothèse et des formules (1.11) il résulte que 
les coordonnées zx, y et z du centre de gravité d'un système de deux 
points M, (Zi, Yis 21) et Ma (Tas Yes Z2) de masses m, et m, sont 
respectivement égales à -%1Mats OMayitmes Q Mn 

| MitMma ?  mitme mit Ma 

Tout laisse à croire donc que les coordonnées x, y et z du centre de 
gravité d'un système de nr points M; (x, Ya, 2), à — 1, 2, ..., n, 

de masses m, peuvent être calculées par les formules 
z= "MAT... tmnen _Muÿi+...+mMnyn 

mt+...+mMn ‘ y— mi+...mMn 

2 Mit +... Mnin 
mi+ …. +Mnn 


On s'assure de la validité de ces formules par un raisonnement par 
induction en utilisant la deuxième hypothèse. En effet, supposons 
que ces formules sont valables pour un système de points M,, ... 

 Mn-, de masses m,, ..., mn_,. Alors pour l’abscisse zx du 
centre de gravité du système de points M,, ..., M, par exemple, 
on obtient, en vertu de la deuxième hypothèse et de la formule de 
2—01538 


(1.12) 
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l'abscisse x du centre de gravité d’un système de deux points, l’ex- 


pression suivante: 
Milit... +Mn-1T?n-1 
PE LR tee TTC 2 mi ae 
rit... +mni) + mn 


d’où l’on déduit immédiatement la première formule (1.12). Les ex- 
pressions de y et z s’obtiennent mutatis mutandis. 


Remarque. Si le système de points M, de masses m, est 
situé dans le plan Oxy, les coordonnées zx et y du centre de gravité 
de ce système peuvent être calculées à l’aide des deux premières for- 


mules (1.12). 


4. Coordonnées barycentriques. Les formules (1.12) sont utilisées pour 
introduire les coordonnées barycentriques. Considérons les coordonnées ni 
centriques dans le plan. Pour simplifier les raisonnements, on admettra que le 
plan Oxy est rapporté à un système de coordonnées rectangulaires. Soient 
Mi (rie Un), Ma (Tes Ya) et Ma (za Ya) trois points quelconques distincts et non 
alignés et M (zx, y) un point arbitraire. Voyons s'il existe trois nombres m1, ma 
et m4 vérifiant la condition 


M + Me + Ms = 1 (1.13) 


et tels que M (x, y) soit Le centre de gravité du système de points M,, M, et M: de 
masses respectives m1, m. et ms. On s'assurera plus bas que sous les conditions 
posées, Les nombres m,, m, el m; sont uniques pour chaque point M. On les appelle 
coordonnées barycentriques du point M par rapport aux points de base M,, AM, 


et Ms. 
Le problème de l'existence de nombres m,, m, et m, vérifiant la condition 
(1.13) se ramène de toute évidence à celui de l’existence d'une solution unique 
du système suivant de trois équations *) linéaires par rapport à m,, m,, m3: 
mit m:+ms=1, 
Mali Mare + Mats = 7, (1.14) 
Mi1Y1T Maÿat Maÿs =. 
On sait qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'un systéme d'équations 
linéaires carré (c'est-à-dire un système dont le nombre d'équations est égal 
au nombre d'inconnues) admette une seule solution est que son déterminant soit 
différent de zéro (cf. Complément in fine). Le déterminant de ce système s'écrit 
1 1 1 
Ty Ze Ta] = (Ze — 23) (Ys— Yi) — (rs — 21) (yes — ya). 
V1 Ye Ys 
Ce déterminant est différent de zéro, sinon on obtiendrait la proportion 
Xe T1 Ye M qui, si l'on désigne ce rapport par —4 (à # —1) car les 


Ts — Ti Ys — Yi a. or 
points M, et Af, sont distincts, nous conduirait aux deux premières égalités 
————} 


(1.11) aux notations près. Cela signifierait que le point Af, partage Af,f; dans 
le rapport à, c'est-à-dire que les points M,, M, et M, sont alignés. Donc, le 
système (1.14) admet une solution unique et par suite tout point Af du plan est 


*) Les deux dernières équations de ce système sont une conséquence des 
deux premières relations (1.12) et de (1.13). 
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défini de façon unique par ses coordonnées barycentriques m,, m,., m3 par rap- 

port aux points de base M,, M,, M3. . 
Les coordonnées barycentriques sc définissent exactement de la même 

façon dans l’espace. On utilise à cet effet quatre points de base non coplanaires. 


$ 4. Coordonnées polaires, cylindriques et sphériques 


1. Coordonnées polaires. Les coordonnées polaires dans le plan 
se définissent de la manière suivante. Soit un point © (le pôle) et 
un rayon Oz issu de O (fig. 1.11). Choisissons d’autre part une unité 
de mesure. On appelle coordonnées polai- 
res d'un point M les nombres p et @ dont 
le premier (le rayon polaire p) est égal à 
la distance du point M au pôle O, et le 
second (l'angle polaire œ), l'angle dont il 
faut faire tourner l’axe Oz dans le sens 
direct pour le faire coïncider avec le 
rayon OM *). 

On désigne par M (op, œ) un point Fig. 1.14 
M de coordonnées polaires p et . 

Pour que la correspondance entre les points du plan distincts 
du pôle et les couples de coordonnées polaires (p, œ) soit bijective, 
on admet généralement que p et @ varient dans les intervalles sui- 


vants: | 
p E[0, +of, pElO, 2xl. (1.15) 


Remarque. Dans les problèmes liés au mouvement continu 
d'un point sur le plan, on exige que les coordonnées polaires de ce 
point varient de façon continue. Dans ces problèmes, on a intérêt 
à renoncer aux restrictions (1.15) imposées à p et +. Si l’on considère, 
par exemple, la rotation d'un point sur un cercle dans le sens direct 
(p = const), il est naturel d'admettre que l’angle polaire de ce point 
est susceptible de prendre des valeurs supérieures à 2x pour un grand 
nombre de tours. Si l’on considère le mouvement d'un point sur une 
droite passant par le pôle (p = const), il est naturel d'admettre que 
le rayon polaire change de signe à la traversée du pôle. 

ee loi de variation de p et est donnée dans chaque cas parti- 
culier. 


Établissons une relation entre les coordonnées polaires et les coor- 
données rectangulaires d'un point. On admettra que l'origine du 
système de coordonnées rectangulaires est placée au pôle et que l’axe 
des abscisses est confondu avec l’axe polaire (fig. 1.11). Supposons 
que le point M a x, y pour coordonnées rectangulaires et p et o pour 


*) On admet que le point A/ est distinct du pôle. Si M = 0,onap = Oet 
p est indéterminé. 


0 *% 
- 
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coordonnées polaires. Il est évident que 
TZ = PpCOSP, y = p sin y. (1.16) 


Les coordonnées polaires p et @ du point M se définissent en fonction 
de ses coordonnées x et y de la manière évidente suivante: ‘p = 


= Vr + y*. Pour trouver l'angle p, il faut, à l’aide des signes de 
z et y, déterminer le quadrant dans lequel est situé le point M (cf. 
n° 1, $ 2 de ce chapitre et fig. 1.6) et se servir du fait que tg o = 
LL, 


Z 


2. Coordonnées cylindriques. Les coordonnées cylindriques dans 
l’espace se définissent comme suit. Choisissons un point O et un axe 
Oz dans un plan fixe II (fig. 1.12). Considérons par ailleurs l’axe Oz 


Fig. 1.12 


qui passe par © et qui est perpendiculaire au plan IT. Soient 4 un 
point quelconque de l’espace, NW, la projection de M sur le plan Il, 
M, la projection de À sur l'axe Oz. 

On appelle coordonnées cylindriques du point M les nombres p, 
p et z: pet w sont les coordonnées polaires du point V du plan Il 
par rapport au pôle O et à l’axe polaire Ox; z, la mesure algébrique 

— 
de OM, oo 

Le point M! de coordonnées cylindriques p, p et z se note 
M (p, y, z). L’appellation « coordonnées cylindriques » est due au 
fait que la surface de coordonnées p = const (c'est-à-dire la surface 
dont tous les points ont la même coordonnée p) est un cylindre dont 
les génératrices sont parallèles à l'axe Oz (ce cylindre est représenté 
en pointillé sur la figure 1.12). Si l’on choisit les axes du système de 
coordonnées Oryz comme indiqué sur la figure 1.12, les coordonnées 
rectangulaires x, y, z du point À seront reliées aux coordonnées cy- 
lindriques p, y, z par les relations 


ZI —pCOSP, y =psinp, Zz=Z. (1.17) 
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Remarque. Les deux premières coordonnées cylindriques 
p et æ étant les coordonnées polaires de la projection N du point M 
sur le plan II, elles sont justiciables de la remarque et des conclu- 
sions du numéro précédent. 


3. Coordonnées sphériques. Pour introduire les coordonnées 
sphériques dans l’espace, considérons trois axes deux à deux per- 
pendiculaires Oz, Oy et Oz d'origine © (fig. 1.13). Soient M un point 
quelconque de l’espace, distinct de O; N, sa projection sur le plan 
Ozxy; p, la distance de M à O. Soient par ailleurs 6 l’angle formé 


AL 
par OM avec l'axe Oz; , l'angle dont il faut faire tourner l'axe 
Ox *) dans le sens direct pour le faire coïncider avec ON. Les angles 
6 et œ s'appellent respectivement latitude et longitude. 

Les coordonnées sphériques du point M sont les trois nombres p, 
o et 6 **). 

L'appellation « coordonnées sphériques » est due au fait que la 
surface de coordonnées p = const (c’est-à-dire la surface dont tous 
les points ont la même coordonnée p) est une sphère (cette sphère 
est représentée en pointillé sur la figure 1.13). 

Pour que la correspondance entre les points de l’espace et les 
triples (p, œ, 8) de coordonnées sphériques soit bijective, on admet 
généralement que p et q varient dans les intervalles suivants: 


p EÏ0, +oof, œEl0, 2nl. 


Par définition, la coordonnée 6 est comprise entre O et x. 
Signalons que dans les problèmes de mouvement continu d'un 
point dans l’espace, on renonce souvent aux restrictions imposées 
aux coordonnées sphériques (cf. remarque du n° 1 de ce paragraphe). 
Si les axes du système de coordonnées rectangulaires sont choisis 
comme sur la figure 1.13, les coordonnées x, y, z du point M sont 
liées aux coordonnées sphériques p, +, 0 par les relations 


z = psinBGcosp, y =psinG6sinp, z—pcos6. (1.18) 


*) Pour un observateur pe suivant Oz dans le sens de O vers z. 
+) Si M = O, alors p = ÔÜ. Les conrdonnées ® et 0 de O sont indéterminées. 
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DÉTERMINANTS DU DEUXIÈME 
ET DU TROISIÈME ORDRE 


1. Notion de matrice et de déterminant du deuxième ordre. On 
appelle matrice une table rectangulaire de nombres contenant m 
lignes et nr colonnes. Les matrices sont désignées soit par des barres 
doubles verticales, soit par des parenthèses, par exemple, 


2 5 13,1 2 5 13,1 
7,21 O | ou | 7,2 1 0 | 
—97 6 9 7 6 


Si le nombre de lignes est égal au nombre de colonnes, alors la matrice 
est dite carrée. Les nombres de la matrice sont appelés éléments. 
Considérons une matrice carrée de quatre éléments: 


a, b, 


| (C1.1) 


G» Do 


On appelle déterminant du deuxième ordre de la matrice (C1.1) le 
nombre a,b, — a,b, que l'on note 


b, ! 


Ainsi, par définition 

a, b, 
Az be 
Les éléments de la matrice de ce déterminant sont appelés éléments 
du déterminant. 

On a laproposition suivante: une condition nécessaire et 
suffisante pour qu'un déterminant du deuxième ordre soit nul est que 
les éléments de ses lignes (resp. de ses colonnes) soient proportionnels. 

Pour démontrer cette proposition, il suffit de remarquer que 
chacune des proportions = = Fi et _ = = est équivalente à l'éga- 

2 2 1 2 
lité a,b, — a,b, et que la dernière égalité équivaut, en vertu de 
(C1.2), à la nullité du déterminant. 


= ab, — ab, (C1.2) 
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2. Système de deux équations linéaires à deux inconnues. Mon- 
trons comment les déterminants du deuxième ordre s'appliquent 
à l'étude et à la résolution des systèmes de deux équations linéaires 
à deux inconnues: 


az +b,y=h,, 
az +by=h; 


(les coefficients a, b,, a, b, et les seconds membres h, et h, sont 
supposés donnés). On rappelle qu’un couple de nombres x,, yo S'ap- 
pelle solution du système (C1.3) si la substitution de ces nombres à 
x et y dans le système (C1.3) transforme les deux équations (C1.3) 
en identités. 

En multipliant la première équation du système (C1.3) par b., 
la seconde, par —b, et en additionnant les deux égalités obtenues, on 
trouve 


(C1.3) 


(ab, — ab) x = behs — bihs. (C1.4) 


De façon analogue, en multipliant les équations du système 
(C1.3) par —a, et a, respectivement, on obtient 


(abs — aob1) y = aihe — ah. (C1.5) 
Posons : 
a, b h, db, a) h 
= Go Da | ee. ke b, |” dy > ho (C1.6) 


Ces notations et les expressions du déterminant du deuxième ordre 
nous permettent d'écrire les équations (C1.4) et (C1.5) sous la forme 


Az =A, Ay=Ay (C1.7) 


Le déterminant À composé par les coefficients des inconnues du 
système (C1.3) s'appelle déterminant principal de ce système. On rap- 
pelle que les déterminants A, et A, se déduisent à partir de celui du 
système en remplaçant respectivement la première et la deuxième 
colonne par celle des seconds membres. 

On distinguera deux cas:1) A0; 2) A = 0. 

Considérons le premier cas. Des équations (C1.7) on déduit im- 
médiatement les formules des inconnues, appelées formules 
de Cramer: 

A 
=, y=— (C1.8) 


Les formules de Cramer (C1.8) nous donnent la solution du systè- 
me (C1.7) et prouvent par conséquent l'unicité de la solution 
du système initial (C1.3). En effet, le système (C1.7) est une consé- 
quence du système (C1.3), donc toute solution du système (C1.3) 
(si elle existe) doit être solution du système (C1.7). Nous avons 
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ainsi prouvé que si le système (C1.3) possède une solution pour À Æ 0, 
celle-ci est définie de façon unique par les formules de Cramer (C1.8). 
On s'assure immédiatement de l'existence de la solution, 
c'est-à-dire du fait que pour À = 0 les deux nombres zx et y définis 
par les formules de Cramer (C1.8) transforment les équations (C1.3) 
en identités. (On laisse au lecteur le soin de détailler les détermi- 
nants À, A, et A, et de s'assurer de la validité de ces identités.) 

Nous sommes conduits à la conclusion suivante. Si le détermi- 
nant À du système (C1.3) est non nul, celui-ci admet une solution et 
une seule définie par les formules de Cramer (C1.8). 

Considérons maintenant le cas où A = 0. Deux cas peuvent 
se présenter: a) l’un au moins des déterminants A, et À, est non 
nul, b) les déterminants À, et A, sont tous deux nuls *). 

Dans le cas a), l’une au moins des égalités (C1.7) est impos- 
sible, c'est-à-dire que Le système (C1.7) n'admet pas de solution, donc 
il en est de même du système initial (C1.3) (qui entraîne le systè- 
me (C1.7)). 

Dans le cas b), Le système initial (C1.3) possède une infinité de solu- 
tions. En effet, des égalités À = A, = A, = 0 et de la proposition 
de la fin du n° 1 on déduit que = _ 21 = 2, c'est-à-dire que la deu- 
xième équation du système (C1.3) est une conséquence de la première 
et on peut la négliger. Or, une équation à deux inconnues 


az + by =h, (C1.9) 


admet une infinité de solutions (l’un au moins des coefficients a; 
et b, est différent de 0 et l'inconnue respective peut être déterminée 
à partir de l’équation (C1.9) en fonction d’une valeur arbitrairement 
donnée de l’autre inconnue). 

Nous sommes ainsi arrivés à la conclusion suivante: si le déter- 
minant À du système (C1.3) est nul, alors ce système soit ne possède pas 
de solution (dans le cas où l'un au moins des déterminants À, ou À, 
est différent de 0), soit possède une injinité de solutions (dans le cas 
où Ax = Ay = 0). Dans le dernier cas, on peut remplacer les deux 
équations (C1.3) par une seule et se donner une inconnue arbitrai- 
remente 


Remarque. Si les seconds membres k, et h, sont nuls, le 
système linéaire (C1.3) est dit homogène ou sans seconds membres. A 
noter, qu'un système homogène admet toujours la solution 
triviale: z = 0, y = O0 (ces deux nombres transforment les 
deux équations homogènes en identités). 


*) De la proposition de la fin du n° 1, il résulte que si A = 0 et A, ou 
y = 0, alors il en est de même de l'autre. En effet, supposons par exemple que 


= = i a — di A PT ‘où 2 — 1 Ï A, = 0 
UE mr. ke 7 0e ses y . 
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Si le déterminant À du système est non nul, le système homogène 
admet seulement la solution triviale. Si au contraire À — 0, le système 
homogène admet une infinité de solutions (puisqu'il est impossible 
qu'un système homogène ne possède pas de solution). Donc, une con- 
dition nécessaire et suffisante pour qu'un système homogène possède 
une solution non triviale est que son déterminant soit nul. 


3. Déterminants du troisième ordre. Considérons la matrice 
carrée de neuf éléments: 
a bc, 
G> Do Co ||. (C1.10) 
ds bs cs 
On appelle déterminant du troisième ordre associé à la matrice 
(C1.10) Le rombre 
a\beCs + bicaüs .. Cyd90s = Ci0oüs — bacs D a1CaDs (C1.11) 
que l'on note 


a b, c, 
dz Da Co|. 
as ds Cs 
Ainsi,! par définition 
a bc; 
A=|æ&bc@l|=— 
as ds Cs 


= dib,Cs + biC23 + Cia2bs —cib.as— biascs —asc.bs.  (C1.12) 

Comme pour le déterminant du deuxième ordre, les éléments de 
la matrice (C1.10) seront appelés éléments du déterminant. Par ail- 
leurs, on conviendra d’appeler diagonale principale la diagonale com- 
posée des éléments a,, b, et c; et diagonale non principale, la diagonale 
composée des éléments a;, b, et ci. 

Indiquons deux règles de composition des termes du détermi- 
nant (C1.11). 

Les trois premiers termes précédés du signe + sont formés par 
le produit des éléments du déterminant pris trois à trois dans la com- 
binaison indiquée par des pointillés sur le schéma suivant: 
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Les termes précédés du signe — sont les produits des éléments pris 
trois à trois dans la combinaison indiquée en pointillé sur le schéma 
suivant: 


LE bz C3 


Cette règle de composition des termes du déterminant s'appelle 
règle du triangle oude Sarrus. 

Indiquons l’autre méthode qui sollicite moins l'at- 
tention et la mémoire. Ecrivons à droite de la matrice les deux 
premières colonnes. Dans la matrice ainsi obtenue 


NE 
RON 


les triplets de nombres réunis par les traits continus (resp. en pointillé) 
parallèles à la diagonale principale (resp. non principale) corres- 
pondent aux termes de l'expression (C1.11) précédés du signe + 
(resp. du signe —). 


4. Propriétés des déterminants. On se propose d'établir quel- 
ques propriétés des déterminants. Ces propriétés seront formulées 
et établies pour des déterminants du troisième ordre, bien qu’elles 
soient valables pour des déterminants d'ordre deux. 


Propriété 1. La valeur d'un déterminant ne change pas si l'on 
échange ses lignes et ses colonnes, c'est-à-dire 


a, b, cs y A ls 
LPS b, Co _— b, b, b, : (C1.13) 
az Os Cs C1 C2 C3 


Pour prouver cette propriété il suffit de détailler les déterminants 
-du premier et du second membre de (C1.13) d’après la règle du trian- 
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gle (ou d'après l’autre règle) et de s'assurer de l'égalité des deux 
expressions obtenues. 

La propriété { montre que Les lignes et les colonnes jouent le même 
rôle. Donc, toutes les propriétés du déterminant sont valables et 
pour les lignes et pour les colonnes et ne seront démontrées que pour 
les unes ou pour les autres. 


Propriété 2. La permutation de deux lignes (ou de deux colonnes) 
d'un déterminant revient à le multiplier par —1. 

La démonstration (qui est laissée au soin du lecteur) se fait à 
l’aide de la règle du triangle. 


Propriété 3. Si un déterminant possède deux lignes (ou deux colon- 
nes) identiques, il est nul. 

En effet, si l'on permute deux lignes identiques, d’un côté le 
déterminant À ne change pas et de l’autre il change de signe en 
vertu _. propriété 2. Donc, À — —A, c'est-à-dire que 2A = 0, 
ou A — 0. 


Propriété 4. Si on multiplie tous les éléments d'une ligne (ou 
d'une colonne) par un nombre X, le déterminant est multiplié par À. 

En d’autres termes, Le facteur commun de tous les éléments d'une 
ligne (ou d'une colonne) du déterminant peut être sorti du signe de ce 
déterminant. Par exemple, 


Âa, Ab, kc, a bc, 
ns D Cal — À | @ Ds Co. 
A3 3 C3 az Ds Cs 


Pour prouver cette propriété, il suffit de remarquer que le déter- 
minant s'exprime par la somme (C1.12) dont chaque terme contient un 
élément de chaque ligne et un seul et un élément de chaque colonne et 
un seul. 


Propriété 5. Si les éléments d'une ligne (ou d'une colonne) d'un 
déterminant sont tous nuls, ce déterminant est lui-même nul. 
Cette propriété découle de la précédente (pour À — 0). 


Propriété 6. Si les éléments de deux lignes (ou de deux colonnes) 
d'un déterminant sont proportionnels, ce déterminant est nul. 

En effet, en vertu de la propriété 4, le facteur de proportionnalité 
peut être sorti du signe du déterminant. On obtient ainsi un déter- 
minant ayant deux lignes identiques, donc qui est nul d'après la 
propriété 3. 


Propriété 7. Si chaque élément de la n-ième ligne (ou de la n-ième 
colonne) d'un déterminant est une somme de deux termes, alors ce dé- 
terminant peut être représenté par la somme de deux déterminants dont 
le premier a pour n-ième ligne (ou n-ième colonne) une ligne (ou une 
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colonne) composée des premiers termes de la somme indiquée et les mêmes 
autres lignes (ou colonnes) que le déterminant initial, et dont le second 
a pour n-ième ligne (ou n-ième colonne) une ligne (ou une colonne) 
composée des seconds termes de la somme indiquée et les mêmes autres 
lignes (ou colonnes) que le déterminant initial. 

Par exemple, 


CA ed ’ ” ’ æ ’ Q , # ” ” 
aa, b+b, c+c: a, b, c,; a; b, c; 

2e ba Cy |—=| 42 D C2|+| @2 be C2|. 

az bs C3 üs Vs Cs ds Os Cs 


Pour démontrer cette propriété il suffit de remarquer encore que le 
déterminant est Ja somme de termes comprenant chacun un 
élément de chaque ligne et un seul et un élément de chaque colon- 
ne et un seul. 


Propriété 8. Un déterminant ne change pas de valeur si aux élé- 
ments d'une ligne (ou d’une colonne) on ajoute les éléments d'une autre 
ligne (ou d'une autre colonne) multipliés par un nombre arbitraire À. 

En effet, le déterminant obtenu peut être décomposé (en vertu de 
la propriété 7) en une somme de deux déterminants dont le premier 
est confondu avec le déterminant initial et le second égal à zéro en 
vertu de la proportionnalité des éléments de deux lignes (ou de deux 
colonnes) et de la propriété 6. 

Pour formuler une autre propriété fondamentale du déterminant 
nous aurons besoin de notions nouvelles. 


5. Cofacteurs et mineurs. Regroupons les termes du détermi- 
pant (C1.12) qui ont un élément en commun et mettons cet élément 
en facteur; l'expression entre parenthèses s'appelle cofacteur de cet 
élément. 

Le cofacteur d'un élément sera désigné par la même lettre majus- 
cule que cet élément: le cofacteur de a, sera noté 4, celui de b:, 
Ba, etc. 

De l'expression du déterminant (C1.12)et du fait que chaque terme 
du second membre de (C1.12) contient un élément de chaque ligne et 
un seul et un élément de chaque colonne et un seul, il s'ensuit que 


A=adA,;+bB; +eCy, A = As + boBe + Co os (C1.14) 
À = asAs + bsBa + Cala 
A=a4, +a4, +asAs, À = b,B; + b,B; + bsBs, 
A = cils + cola + Ca s- 
Ces égalités expriment Îla propriété suivante: le déterminant 
est égal à la scmme des prcauits des éléments d'une ligne (ou d'une 


colonne) par les cofacteurs respectifs des éléments de cette ligne (de cette 
colonne). 


(C1.15) 
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Les relations (C1.14) s'appellent développement du déterminant 
suivant les éléments respectivement de la première, de la deuxième ou 
de la troisième ligne et les relations (C1.15), développement suivant 
les éléments respectivement de la première, de la deuxième ou d': la 
troisième colonne. 

Introduisons maintenant la notion importante de mineur 
d'un élément du déterminant. On appelle mineur d'un élément donné 
d'un déterminant d'ordre n *). le déterminant d'ordre nr — 1 obtenu 
en rayant la ligne et la colonne qui contiennent cet élément. 


Ainsi, le mineur de l'élément a, est “ . . celui de a, est 
3 Ë | 
bi c1 
mn el etc. 


On laisse au lecteur le soin de s'assurer que les cofacteurs et les 
mineurs sont reliés par la règle suivante: le cofacteur de tout 
élément d'un déterminant est égal au mineur de cet élément pris avec le 
signe + ou — selon que la somme des indices de la ligne et de la colonne 
à l'intersection desquelles se trouve cet élément est paire ou impaire. 

Donc, le cofacteur et le mineur d'un même élément ne peuvent 
différer que par leur signe. 

Le tableau suivant indique de manière suggestive par quel signe 
sont reliés le cofacteur et le mineur: 


+ — + 


si SP 

Cette règle permet de remplacer les cofacteurs par ies mineurs cor- 
respondants (avec le signe approprié) dans les formules (C1.14) et 
(C1.15) de développement du déterminant suivant les éléments des 
lignes et des colonnes. 

Ainsi par exemple, la dernière formule (C1.14) qui donne le déve- 
loppement du déterminant suivant les éléments de la troisième ligne 
devient 


a bc 
A=|4@} Ds C2l=0a, 
as bs Cs 


b, c 
b, c, 


dy Ci 
Œ2 Co 


a, b, 


dr ba 


3 + cs 


| (C1.16) 


On se propose d'établir en conclusion la propriété fondamentale 
suivante du déterminant. 


Propriété 9. La somme des produits des éléments d'une colonne 
quelconque du déterminant par les cofacteurs respectifs des éléments de 
cette colonne (resp. d'une autre colonne) est égale à ce déterminant 
(resp. est nulle). 


*) Ici ñn = 3. 
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Cette propriété est également valable pour les lignes du déter- 
minant. Le cas où les cofacteurs et les éléments correspondent à une 
même colonne a été déjà examiné plus haut. Il reste à prouver que la 
somme des produits des éléments d'une colonne quelconque par les 
cofacteurs des éléments d'une autre colonne est nulle. 

Prouvons par exemple que la somme des produits des éléments 
de la première ou de la deuxième colonne par les cofacteurs des élé- 
ments de la troisième colonne est nulle. 

On se servira de la troisième formule (C1.15) qui donne le déve- 
loppement du déterminant suivant les éléments de la troisième co- 
lonne: 

a bc, 

do b, Ca = CC, + CC + Cal a. (C1.17) 

as 03 Cs 
Etant donné que les cofacteurs C,, C, et C, des éléments de la troisiè- 
me colonne ne dépendent pas des éléments c;, c, et c; de cette colon- 
ne, on peut dans l'égalité (C1.17) remplacer les nombres c;, c: et cs 
par des nombres arbitraires h,, h. et h;, aussi bien dans le premier 
que dans le second membre. 

Donc, quels que soient h,, h, et h; on aura la relation 


a, b,h, 

PS b, hs = h,C, +- k,C + haCa. (C1.18) 

as b h; 
Si maintenant dans l'égalité (C1.18) on prend pour h,, h, et h, d’a- 
bord les éléments a,, a, et a, de la première colonne et ensuite les élé- 
ments b.,, b, el b, de la deuxième colonne et si l’on tient compte du 


fait qu’en vertu de la propriété 3 un déterminant qui a deux colon- 
nes identiques est nul, on obtient les égalités suivantes: 


aiC, + aoCa + als = 0, DC; + b,Cs + b3C3 = 0. 
On a ainsi prouvé que la somme des produits des éléments de la 
première ou de la deuxième colonne par les cofacteurs respectifs 
des éléments de la troisième colonne est nulle. 
On démontre de façon analogue que 


dB, + aeBs + a3B3 = 0, CB + CoBo + c3Ba = 0, 

b,A, + bo» + bass = 0, CA: + colo + Cs43 = 0 
de même que les égalités suivantes relatives non pas aux colonnes 
mais aux lignes: 


d143 + bBs+oCs = 0 a43 + b,B; + c2C3 = 0, 
AA » + b,B; + iCz — 0, GsÀ 9 + b,B,; + CsCa == 0, 
A, + DB, +cCi = 0, as4; + b3B, + c3C, = 0. 
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6. Système de trois équations linéaires à trois inconnues dont le 
déterminant est non nul. Appliquons la théorie développée ci-dessus 
à la résolution d'un système de trois équations linéaires à trois 
inconnues: 


axz+by+cz=h,, 
asz + bsy +cs2 = hs 


(les coefficients a,, de, as, D, be, Ds, Cr Co, C3 et les seconds membres 
h;, hk+, hs Sont supposés donnés). Un triple de nombres z,, Yo, Ze 
est solution du système (C1.19) si la substitution de ces nombres à 
z, y et z respectivement dans le système (C1.19) transforme les trois 
équations de ce système en identités. 

Les quatre déterminants suivants occuperont une place privilé- 
giée dans la suite de l'exposé: 


a; b, ci h, bc, 
A=| 03 Ds Col, A,—=|h2 0e Col, 
as ds Cs h3 ds Cs 
a, À, cs a, b, h, 
Ay=|@hcl, A=|@&bh ; 
as hs Cs as bs h3 


Le déterminant A s'appelle déterminant principal du système (C1.19) 
(il est composé des coefficients des inconnues). Les déterminants 
A, A, et À, se déduisent du déterminant A du système par la subs- 
titution de la colonne des seconds membres respectivement à la pre- 
mière, deuxième et troisième colonne de A. 

Pour éliminer les inconnues y et z du système (C1.19), multiplions 
ses équations respectivement par les cofacteurs À,, 4, et 4, des élé- 
ments de la première colonne de A et additionnons ensuite ces équa- 
tions. On obtient en définitive 


(a141 + God + ass) x + (b,4, + b,4, + bsA:) y + 
+ (143 + code + cs43)2 = 
— h4, + h, A5 + haAg. (C1.20) 
Etant donné que la somme des produits des éléments de cette 
colonne du déterminant par les cofacteurs respectifs des éléments 
de cette colonne (resp. d’une autre colonne) est égale au déterminant 
(resp. est nulle) (cf. propriété 9), il vient 
G141 + Goo + a543 = À, biA1 + beA, + b343 = 0, 
C14; — CoÂÀ » + Ca 3 = 0. (C1.21) 
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D'autre part, le développement du déterminant A, suivant les 
éléments de la première colonne nous donne 


A,=h4, +hA, + hsAs. (C1.22) 


Les formules (C1.21) et (C1.22) nous permettent d'écrire l'égalité 
(C1.20) sous la forme suivante (ne contenant pas y et z): 


Are x. 
On établit de façon tout à fait analogue que A-y = A, et A-z = 


= À, *). 


Nous venons ainsi d'établir que le système d'équations 
A-z=A,, Ay=A,, A:z= A, (C1.23) 


est une conséquence du système initial (C1.19). 

Dans la suite nous traiterons séparément deux cas: 
1)4AZÆ0;2) A = 0. 

Dans ce numéro, nous allons nous pencher sur le premier cas 
seulement (en remettant au n° 9 l'étude du second). 

Donc, A — 0. Du système (C1.23) on déduit alors immédiate- 
ment des formules pour les inconnues, appelées formules de 
Cramer: 

A 
ZE, y, 2-2. (C1.24) 


Ces formules de Cramer nous donnent la solution du système 
{C1.23), donc elles prouvent l'unicité de la solution du système 
initial (C1.19), car le système (C1.23) en est une conséquence et toute 
solution de (C1.19) est nécessairement solution de (C1.23). 

Nous avons ainsi prouvé que si Le système initial (C1.19) admet une 
solution pour À = 0, celle-ci est définie de façon unique par les formu- 
les de Cramer. (C1.24). 

Pour prouver que cétte solution existe effectivement, nous de- 
vons dans le système initial (C1.19) substituer à zx, y et z leurs valeurs 
définies par les formules de Cramer (C1.24) et nous assurer que les 
trois équations (C1.19) se transforment bien en identités. 

Montrons par exemple que la première équation (C1.19) devient 
une identité par la substitution à x, y et z de leurs valeurs données 
par les formules de Cramer (C1.24). Comme A, = h,4, + had: + 
+h;4s A4, =hB; + ha +hsBs A = haC1 + haCa + hsCs, 
en portant dans le premier membre de la première équation 
(C1.19) les valeurs de x, y et z données par les formules de Cramer, 


*) Pour établir ces égalités il faut d’abord multiplier les équations (C1.19) 
respectivement par les cofacteurs des éléments de la deuxième et de la troisième 
colonne et additionner ensuite les égalités obtenues. 
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on obtient : 


fa) Ay À: 
Gr +biy+cz= a de by FO = 


— _. {a (kAi+h4, + hs43) + bi (hB;+ h2B:+ hsBs) + 
+ ca (CC, + Co + ho s)}. 
En groupant les termes en h,, h, et h;, on obtient 


az by lcz= + (a,4,+0,B,--cC,) + 
+h, a, 42 + bib, + ciCel + hs [ass + biBs+ciCs)}. 


D'après la propriété 9, dans la dernière égalité les crochets sont 
nuls, quant à la parenthèse, elle est égale à A. Donc, a,xz + b,y + 
+ c,3=h,, ce que nous voulions. On établit de façon analogue que 
les deux autres équations du système (C1.19) se transforment en 
identités. 

Nous sommes ainsi conduits à la conclusion suivante : si le déter- 
minant À du système (C1.19) est différent de zéro, ce système admet une 
solution et une seule définie par les formules de Cramer (C1.24). 


7. Système homogène de deux équations linéaires à trois incon- 
nues. Dans ce numéro et dans les suivants, on développe l’instru- 
ment nécessaire à l'étude d'un système d'équations avec seconds 
membres (C1.19) ayant un déterminant nul. Commençons par un 
système homogène de deu x équations linéaires à trois incon- 
nues : 


az+by+c,z=0, (C1.25) 
at + boy + C2 = 0. 
Si Les trois déterminants du deuxième ordre de la matrice 
ai b, cs 
9 
2 bi 6. (C1.26) 


sont tous nuls, alors, en vertu de la proposition du n° 1, les coeffi- 
cients de la première équation (C1.25) sont proportionnels aux coef- 
ficients respectifs de la deuxième équation. Dans ce cas donc, la deu- 
xième équation (C1.25) est une conséquence de la première et on 
peut l’éliminer. On obtient ainsi une seule équation à trois incon- 
nues ax + b,y + c;z2—0 qui, on le sait, possède une infinité de 
solutions (on peut attribuer des valeurs arbitraires à deux inconnues 
et déterminer la troisième en résolvant cette équation). 

Considérons maintenant le système (C1.25) dans le cas où l'un 
au moins des déterminants du deuxième ordre de la matrice (C1.26) 
est non nul. Sans nuire à la généralité on admettra que le détermi- 


3—01538 
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nant 
a b, 
Go bo 


Æ£0*). (C1.27) 


On peut alors mettre le système (C1.25) sous la forme 
GT + Diy = — CZ, 
Got + boy = — Coz 


et affirmer que pour chaque z ce système admet une solution et une 
seule définie par les formules de Cramer (cf. n° 2, formules (C1.8)} 


C1 bi a C1 

Cn Da &n Cn 

2 Ua D 2 Ca 4.2 
£ ai b; ’ y (41 “ k (C 8) 

ao be aa be 


Nous aurons besoin dans la suite des cofacteurs A4:, Bs et Ce 
des éléments de la troisième ligne du déterminant 


a bc, 
dy D Co |, 
as V3 Ca 


Les résultats du n° 5 relatifs au lien entre les cofacteurs et les mi- 
neurs nous permettent d'écrire 


b, c, a cs ai b, ; 
A3 = emo ele (C1.29} 
Grâce à (C1.29), on peut mettre les formules (C1.28) sous la forme 
— As es 
TT A = T2. (C1.30) 


Pour obtenir la solution sous une forme symétrique par rapport à 
toutes les inconnues x, y et z, posons t{ — — (on rappelle que le dé- 
3 


terminant C, est non nul en vertu de (C1.27)). Comme z peut prendre 
n'importe quelle valeur, il en sera de même de la variable t. 

Nous avons ainsi établi que si le déterminant du système (C1.27) 
est différent de zéro, le système homogène (C1.25) possède une infinité 
de solutions définies par les formules 


z= Ast, y = Bst, 2 = Cat, (C1.31} 
où t prend n'importe quelle valeur et les cofacteurs As, B, et C4 sont 
définis par les formules (C1.29). 


*) Cette hypothèse n'enlève rien à la généralité, car nous pouvons nous- 
mêmes fixer l’ordre de succession des inconnues x, y et =. 
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8. Système homogène de trois équations linéaires à trois]incon- 
nues. Considérons maintenant un système homogène de trois équa- 


*« 


tions linéaires à trois inconnues 
a,x + biy +c,z — 0, 
ax + boy + c,z = 0, (C1.32) 
at + bay + c3z = 0. 


Il est évident que ce système admet toujours lasolution tri- 
viale x=0,y—=0etz = 0. 

Si le déterminant À = 0, la solution triviale est unique (en vertu 
du n° 6). 

Montrons que si À = 0, le système homogène (C1.32) admet une 
infinité de solutions. 

Si tous les déterminants du deuxième ordre de la matrice 


a dc: 


Œn Vo Co (C1.33) 


as O3 C3 


sont nuls, alors en vertu de la proposition du n° 1, les coefficients 
respectifs des trois équations de (C1.32) sont proportionnels. Les 
deux dernières équations (C1.32) sont une conséquence de la pre- 
mière et on peut les éliminer, quant à l'équation restante a;x + 
+ by + c,z — 0, on sait du numéro précédent qu'elle admet une 
infinité de solutions. 

Reste à étudier le cas où l’un au moins des mineurs de la matrice 
(C1.33) est non nul. Comme on peut disposer les équations et les 
inconnues dans un ordre arbitraire, on peut sans nuire à la généra- 
lité admettre que le déterminant (C1.27) est différent de zéro. Mais 
alors, comme établi au numéro précédent, le système des deu x 
premières équations (C1.32) admet une infinité de solutions 
définies par les formules (C1.31) (pour tout t). 

Il reste à montrer que x, y et z données par les formules (C1.31) 
(pour tout t) transforment la troisième équation en identité. 

En portant les expressions (C1.31) de x, y et z dans le premier 
membre de la troisième équation (C1.32), on obtient 


ast + bay + cz = (asAs + b3B3 + csCs) t — A:t. 


On s’est servi du fait qu'en vertu de la propriété 9 l'expression entre 
parenthèses est égale au déterminant A du système (C1.32). Or, par 
hypothèse ce déterminant est nul, donc pour tout £ on a at + bsy + 
+ csz = (. 

Ainsi, nous avons définitivement prouvé que le système homogène 
(C1.32) avec À — 0 admet une infinité de solutions. Si le mineur (C1.27) 
est différent de zéro, ces solutions sont données par les formules 
(C1.31) pour t arbitraire. 


36 COMPLÉMENT AU CHAPITRE 1 


Ce résultat peut encore s’énoncer de la manière suivante: Le système 
homogène (C1.32) admet une solution non triviale si et seulement si 
son déterminant est nul. 


9. Système non homogène de trois équations linéaires à trois 
inconnues avec un déterminant nul. Nous disposons maintenant de 
l'appareil nécessaire à l'étude du système non homogène (C1.19) 
avec un déterminant A nul. 

Deux cas peuvent se présenter: a) l’un au moins des déter- 
minants À,, À, ou A. est différent de zéro, b) ces trois déterminants 
sont nuls. 

Dans le cas a), l’une au moins des équations (C1.23) est impos- 
sible, c’est-à-dire que le système (C1.23) ne possède pas de solution, 
donc il en sera de même du système initial (C1.19) (dont le système 
(C1.23) découle). 

Passons maintenant à l'étude du cas b), c'est-à-dire du cas où 
les quatre déterminants À, 4., A, et À, sont nuls. 

Commençons par un exemple qui montre que dans ce cas le système 
peut n'admettre aucune solution. Considérons le système 


T+ y+ 2= 1; 
2x + 2y + 2z—3, 
3x + 3y + 3z — 4. 
Il est clair que ce système n’admet pas de solution. En effet, s'il 
possédait une solution zx,, Yo: Zo, les deux premières équations nous 
donneraient Zzo + Yo + Z0—=1, 2xzo + 2ÿo + 220 = 8. En multi- 
pliant la première égalité par 2, on obtiendrait 2 = 3. Par ailleurs, 
il est évident que les quatre déterminants A, À,, A, et A. sont nuls. 
En effet, le déterminant 


D D 


1 1 
A=|22 
3 3 3 


possède trois colonnes identiques; les déterminants A,, A, et A., qui 
se déduisent de A par substitution de la colonne des seconds mem- 
bres à la colonne correspondante ont de ce fait deux colonnes iden- 
tiques. Donc, tous ces déterminants sont nuls en vertu de la propriété 3. 

Montrons maintenant que si Le système (C1.19) avec un déterminant 
À = 0 admet une solution au moins, alors il en admettra une infinité 
d'autres. 

Supposons que le système indiqué admet zx,, y,, Z, pour solution. 
On a alors les identités 


aiTo + do + Ci20 = hi, 
G2To + Dao + C220 = Rss (C1.34) 
A3To + bsÿo < Cs2o = Rs. 
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En les retranchant terme à terme des équations (C1.19), on 
obtient le système d'équations suivant : 


ai (T— Zo) + bi (y — Yo) + C3 (2 — 20) = 0, 
az (2 — To) + O2 (y — Yo) + C2 (z — 20) = 0, (C1.35) 
Ag (Z —Zo) + ds (y — Yo) + C3 (2 — 20) = 0, 


qui est équivalent au système (C1.19). Or, le système (C1.35) est un 
système homogène de trois équations linéaires à trois incon- 
nues (x — zx,), (y — yo) et (z — z) avec un déterminant À = 0. 
Conformément aux résultats du n° 8, le dernier système (et partant 
le système (C1.19)) admet une infinité de solutions. Dans le cas 
par exemple où le mineur (C1.27) est non nul, le système (C1.19) 
admet une infinité de solutions données en vertu de (C1.31) par 
les formules : 


Z = Zo + Al, Y = Yo + Bal, 2 = 29 + Cat 


(£ prend des valeurs arbitraires). 

En conclusion donc, si À = A, = À, — À, — Ü, le système non 
homogène (C1.19) soit ne possède pas de solution, soit en admet une 
infinilé. 

Nous proposons au lecteur d'étudier à titre d'exemples les trois 
systèmes suivants: 


z+2y+ z—4, z+ y+ z—2, z+ y+ 2=1i, 
3z—9y + 3z= À, 3x + 2y + 2z— 1, 2x+ y z—72, 
2z+1y— z—8, 4x + 3y+3:=4, 3x + 2y +2z— 3, 


et de s'assurer que lepre mie r système admet une solution unique 
z = 1, y = 14, z—1 (pour ce système À = A, = À, = À, — 33), 
le deuxième système n’en admet aucune (pour ce système 
A =0, A, = 1), le troisième, en admet une infinité (pour 
ce système À = A, = À, = À, =: 0) définies pour t£ arbitraire par 
les formules: x = 1, y —1t, z — —t. 


CHAPITRE 2 


ALGÈBRE VECTORIELLE 


Dans ce chapitre, on étudie des grandeurs vectorielles, c’est-à- 
dire des grandeurs qui outre leurs valeurs numériques sont caracté- 
risées encore par une direction et un sens. Un exemple physique de 
grandeurs vectorielles nous est donné par le déplacement d’un point 
matériel dans l’espace, sa vitesse, son accélération et par la force 
qui lui est appliquée. 

On étudie aussi les opérations élémentaires sur les vecteurs (addi- 
tion de vecteurs, multiplication de vecteurs par un nombre), on 
introduit la notion de dépendance linéaire des vecteurs, on se penche 
sur les principales applications de cette notion, on traite enfin les 
divers types de produits vectoriels utilisés dans les applications 
physiques (produits scalaire et vectoriel de deux vecteurs, produits 
mixte et double de trois vecteurs). 


$ 1. Notion de vecteur et opérations linéaires 
sur les vecteurs 


1. Notion de vecteur. En faisant abstraction des propriétés con- 
crètes des grandeurs vectorielles physiques, on arrive à la notion de 
vecteur géométrique. 

On appelle vecteur géométrique ou simplement vecteur un segment 
de droite orienté. 

La figure 2.1 représente un vecteur. On appelle 

À l'origine du vecteur ou point d'application ; 

B l'extrémité du vecteur ou point d'arrivée marqué d'une flèche; 

support du vecteur, la droite AB; 

sens du vecteur, le sens de À vers B ; 

module (ou intensité ou longueur) du vecteur, la longueur du 
segment A2. 


—> 
On désignera un vecteur soit par AB soit par une lettre latine 


=» 
grasse, par exemple, a ou b, et son module sera noté | AB | ou | a |. 
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On dit qu'un vecteur est nul si son origine et son extrémité sont confon- 
dues. Un vecteur nul n'a pas de sens défini et son intensité est nulle. 

Introduisons la notion importante de vecteurs colinéaires. 

On dit que des vecteurs sont colinéaires s'ils sont portés par la même 
droite ou par des droites parallèles. 

Nous sommes désormais en mesure de formuler la notion d'ég a- 
lité de deux vecteurs: on dit que deux vecteurs sont égaux 


+ Zn 
Z d 


s'ils sont colinéaires, ont même module et même sens. Tous les vecteurs 
nuls sont supposés égaux. 


La figure 2.2 représente à gauche des vecteurs inégaux, à droite 
des vecteurs égaux. 

La proposition suivante est une conséquence immédiate de la 
définition de l'égalité de vecteurs : pour tout vecteur a et tout point P. 


—> 
il existe un vecteur PQ et un seul égal au vecteur a *). 

En d’autres termes, le point d'application du vecteur a peut 
être arbitrairement choisi (nous ne ferons pas de distinction entre 
deux vecteurs égaux appliqués en des points différents et se dédui- 
sant l’un de l’autre par une translation). Pour cette raison, les 
vecteurs étudiés en géométrie sont dits libres (ils sont définis au 
point d'application près). 

Outre les vecteurs libres, les physiciens usent de vecteurs liés 
et de vecteurs glissants. 

On appelle vecteur lié un vecteur d'origine et d'extrémité fixes. 
Exemple: la vitesse d’un point À est un vecteur lié. 

Un vecteur glissant est défini par son support, son module et son 
sens. Son point d'application est arbitraire sur son support. Exem- 
ple : la force appliquée à un corps solide est un vecteur glissant. 


2. Opérations linéaires sur les vecteurs. Les opérations linéai- 
res sur les vecteurs sont l’addition des vecteurs et la multiplication 
des vecteurs par des nombres réels. 

Définissons d'abord l’a d dit io n de deux vecteurs. 


*) En effet, il n'existe qu'une seule droite passant par le point P et parallèle 


—} 
au a du vecteur a. Seul un point © de cette droite est tel que PQ est de 
même longueur et de méme sens que le vecteur a. 
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Définition 1. On appelle somme a + b de deux vecteurs a et b 
le vecteur dont l'origine est celle du vecteur a et l'extrémité celle du 
vecteur b à condition que le vecteur b soit appliqué à l'extrémité du 
vecteur a. 


La règle d'addition de deux vecteurs est appelée généralement 
«règle du triangle». 

Cette appellation tient au fait que les composantes a et b (sous 
réserve qu'elles ne soient pas colinéaires) et leur somme a + b for- 
ment un triangle (fig. 2.3). 

L’addition des vecteurs jouit des mêmes propriétés que celle des 
nombres réels (ou rationnels); 

1° a+tb=b+a (commutativité); 

2° (a+b)+cec—=a<+(b+c)(associativité); 

3° IL existe un vecteur nul 0 tel que a + 0 = a pour tout vecteur 
a (le rôle du vecteur nul est particulier); 

4° Tout vecteur a possède un vecteur a’ opposé tel que a + a° = 0. 

Assurons-nous de la validité de ces propriétés. La propriété 3° 
découle directement de la définition 1. Pour établir la propriété 4°, 


Fig. 23 Fig. 2.4 


définissons le vecteur a” o p po sé au vecteur a, comme un vecteur 
colinéaire, de même module et de sens contraire à a *). Il est évi- 
dent que la somme du vecteur a et de son opposé a” est un vecteur 
nul en vertu de la définition 4. 

Pour prouver la propriété 1°, appliquons deux vecteurs arbitrai- 
res a et b en un point O (fig. 2.4). Désignons par À et B les extrémi- 
tés respectives des vecteurs a et b et considérons le parallélogramme 
OBCA. De la définition de l'égalité des vecteurs, il résulte que 


> —> —> —> 

BC = OA = a, AC — OB = b. La définition 1 et le triangle OAC 
—+ 

nous disent que la diagonale OC de ce parallélogramme est la somme 


— 
a + b; du triangle OBC, il s'ensuit que cette même diagonale 0UC 
est la somme b + a. Ceci prouve la propriété 1°. 


*) Pour obtenir a’ il suffit d'intervertir les rôles de l’origine et de l'extré- 
mité du vecteur a. 
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I] reste à prouver la propriété 2°. A cet effet, appliquons le vec- 
teur a en un point arbitraire ©, le vecteur b en l’extrémité du vecteur 
a et le vecteur ce en l’extrémité du vecteur b (fig. 2.5). Désignons par 
A, Bet C les extrémités respectives des vecteurs a, b, c. Alors 


(a+b)e=(04 + 4B)+BC—0B-: BC= 0, 


—? —}> —> —+ —> —> 
a+(b+c)=04:(4B+BC)=0A:+AC=OC, 
ce qui prouve la propriété 20. 


Remarque 1. En prouvant la propriété 1°, on a établi une- 
autre règle d'addition des vecteurs dite «règle du paral- 


b B 


Fig. 25 Fig. 2.6 


Jélogramme»: si des vecteurs a et b ont même origine et si on 
construit un parallélogramme sur eux, alors la somme a + b (ou 
b + a) de ces vecteurs est la diagonale de ce parallélogramme issue de 
l'origine commune des vecteurs a et b *). 


Les propriétés 1° à 4° que nous avons établies nous permettent 
d'opérer avec la somme des vecteurs comme avec la somme des 
nombres réels. En particulier, quand on additionne trois vecteurs a, 
bet e, on n’a pas besoin d'indiquer comment on comprend la somme 
a + b + ce (comme a + (b + ec) ou comme (a + b) + c). Les pro- 
priétés 1° à 4° nous permettent d'étendre la règle d’addition à un 
nombre quelconque fini de vecteurs. Cela étant, il n’est point néces- 
saire d’additionner ces vecteurs successivement en fixant chaque 
résultat intermédiaire; la somme d'un nombre quelconque de 
vecteurs peut être calculée d'après la r è g le suivante: si l'on ap- 
plique le vecteur a, à l'extrémité du vecteur a,, le vecteur a, à l'extré- 
mité du vecteur a, ..., le vecteur a, à l'extrémité du vecieur a,_;, 
alors la somme a, + a, + a; + ... + a, sera un vecteur ayant pour 
origine celle du vecteur a, et pour extrémité celle du vecteur a,. 


*) Si les vecteurs a et b sont colinéaires, le parallélogramme construit sur 
eux dégénère en un vecteur. La notion de diagonale n'ayant alors plus de sens, 
la somme a - b peut être obtenue de la définition 1. 
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La règle d’addition que nous venons de formuler et qui est illus- 
trée sur la figure 2.6 s'appelle «règle de complétude 
de la ligne polygonale à un polygone» (sur la 
figure 2.6 la ligne polygonale 0A,4,44 ... A, forme un polygone 

— 


par adjonction de O4,). 


Les propriétés 1° à 4° nous permettent d'étudier lasoustrac- 
tion des vecteurs. 


Définition 2. On appelle différence a — b des vecteurs a et b le 
vecteur € qui additionné au vecteur b donne le vecteur a. 


Les propriétés 1° à 49 aidant, il est possible de démontrer d'une 
façon élémentaire qu’il existe un vecteur c et un seul qui est la diffé- 
rence a — b, et de plus ce vecteur est égal à e = a + b’, où b’ est 
l'opposé de b. 

En effet, si ce — a + b’, les propriétés 1° à 4° nous donnent 


c+b=(a+b)+b=a+(b +b) = a +0=a, 


cest-à-dire que le vecteur c est la différence a — b. 
Prouvons maintenant que la différence a — b est unique. Sup- 
posons qu’en plus du vecteur e — a + b”, il existe encore un vecteur 
d tel que d + b=a. Alors d’une part (d+b)+ 
a sr & +b' - a+b"=— ce et de l’autre (d + b) + 
+ b" = d + (b + b') -- d +0 = d, c'est-à- 
dire que € = d. 
b De la définition 2 et de la règle d'addition 
0 des vecteurs, il s'ensuit immédiatement la 
règle suivante de constructionde 
Fig. 2.7 ladifférence a — b: La différence a—b 
de deux vecteurs a et b de même origine est le vecteur qui a pour origine 
l'extrémité du vecteur b et pour extrémité celle du vecteur à. 
Cette règle est. illustrée sur la figure 2.7. 
Passons enfin à lamultiplication d'un vecteur 
par un nombre réel. 


Définition 3. On appelle produit «a (ou aa) d'un vecteur a par 
un nombre réel «& le vecteur b colinéaire au vecteur a, de longueur | & | X 
X|a |, de même sens ou de sens contaire à a selon que a > 0 ou a € 0. 


Remarque 2. Si &« — ÔÜ ou a = 0, le produit aa est un 
vecteur nul dont le sens n'est pas déterminé. 

La multiplication d’un vecteur par un nombre admet l'inter- 
prétation géométrique suivante: multiplier un vecteur 
a par un nombre a revient à « allonger » ce vecteur de «& « fois ». 

Nous devons bien sûr convenir du sens du terme « allonger », 
car il n'y a réellement allongement que sia>1; si 0<a<i, 
il n'y a pas d'allongement mais contraction; si & << 0, en plus de 
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l'allongement (pour | &æ | > 1) ou de la contraction (pour | & | < 
<{1), il y a inversion du sens du vecteur. 

La multiplication d’un vecteur par un nombre possède les trois 
propriétés suivantes: 

9° œ(a + b) = aa + ab (distributivité pour l'addi- 
tion des vecteurs); 

6° (&œ + B) a = aa + Pa (distributivité pour l'addi- 
tion des scalaires); 

7° &œ (Ba) = (af)ja (associativité pour la multiplica- 
tion des réels). 

Pour prouver la propriété 5° appliquons les vecteurs a et b en 
un même point O et construisons sur eux un parallélogramme dont 
la diagonale représentera la somme 


a + b (fig. 2.8). Lorsque les côtés de œa 

ce parallélogramme « s’allongeront » *) 7 
de a fois. il en sera de même de la 

diagonale en vertu de la similitude, LES] 


ce qui signifie que &œa + œb—aœ(a<+b). © b b 
Les propriétés 6° et 7° sont pres- ". 
que évidentes par construction géo- 
métrique. D'après la convention adop- Fig. 2.8 
tée au sujet de « l'allongement », la 
propriété 6° signifie que « l'allongement » du vecteur a de (&œ + B) 
fois nous donne le même vecteur que l'addition du vecteur a « allon- 
gé » de « fois avec le vecteur a « allongé » de $ fois. 
La propriété 7° signifie par analogie que lorsque le vecteur a est 
« allongé » d’abord de f fois et ensuite de « fois, on obtient le même 
vecteur que si on « allongeait » le vecteur a de af fois d'un seul coup. 
Nous avons ainsi établi que Les opérations linéaires sur les vecteurs 
étaient justiciables des propriétés 1° à 7°. Ces propriétés sont fonda- 
mentales, car elles permettent d'appliquer les raisonnements de l'al- 
gèbre ordinaire à l’algèbre vectorielle. 
Prouvons en conclusion la proposition suivante. 


Théorème 2.1. Si un vecteur b est colinéaire à un vecteur a non 
nul, il existe un nombre réel À tel que b — ha. 


Démonstration. Appliquons les vecteurs a et b en un 
point commun ©. Ces vecteurs sont alors portés par une même droite 
sur laquelle nous choisirons une unité de mesure, une origine et un 
sens. Deux cas sont possibles : 1) les vecteurs a et b sont de même 
sens, 2) les vecteurs a et b sont de sens contraire **). La figure 2.9 
représente le premier de ces cas. 


*) L'« allongement » est entendu au sens convenu plus haut. La fivure 2.8 
correspond au cas &œ > f{. 

**) Le cas trivial où le vecteur b est nul, c'est-à-dire de sens indéfini, peut 
être exclu, car la relation b = a est alors réalisée pour À = U. 
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Désignons par À et B les extrémités respectives des vecteurs a 
et b et remarquons que le point À est distinct de O puisque le vecteur 
a n’est pas nul. En éliminant alors le cas trivial où les points À 
et B sont confondus *), on peut (conformément aux résultats du 
n° 3, $ 3, chapitre 1) affirmer que le point O partage le segment de 


— 
droite orienté BA dans un certain rapport que l'on désignera par —àÀ, 
c'est-à-dire que 


0e 2.1 
ri À, (2.1) 

ou ce qui revient au même 
OB = 2-04. (2.2) 


Si les vecteurs a et b sont de même sens (comme sur la figu- 


—> 

re 2.9), le point O est extérieur à BA et par conséquent, le rapport (2.1) 
est <<0 et À > 0. 

a Db Si les vecteurs a et b sont de sens contraires, 


= 
0 A B le point O est situé à l'intérieur de BA et le rap- 
port (2.1) est donc =>0, et À 0. 
Fig. 2.9 Prouvons que dans les deux cas on a b =: Àa. 
Il suffit de démontrer que les vecteurs b et Àa 
sont 1) colinéaires, 2) de même module, 3) de même sens. 

La colinéarité des vecteurs b et Aa résulte de celle des vecteurs a 
et b et de la définition du produit d’un vecteur par un nombre. 

L'égalité des modules des vecteurs b et Àa dérive immédiatement 
de la définition du produit d'un vecteur par un nombre et de la rela- 
tion (2.2). 

Enfin, le fait que les vecteurs b et Àa sont de même sens découle 
de la définition du produit d’un vecteur par un nombre et de ce que 
À >> 0 ou À << O0 selon que a et b sont de même sens ou de sens con- 
traire. C.q.f.d. 


3. Notion de dépendance linéaire des vecteurs. On appelle com- 
binaison linéaire de n vecteurs a, a2, . .., a, la somme des produits 
de ces vecleurs par des nombres réels arbitraires, c'est-à-dire une expres- 
sion de la forme 

ŒiAy + Gode +... + Anan. (2.3) 

Définition 1. On dit que des vecteurs a,, a,, . .., a, sont linéaire- 
ment dépendants s'il existe des nombres réels &;, &:, . .., «a, non tous 
nuls tels que 


(6 AE + Œada + . + Unân — 0. 


*) Dans ce cas, les vecteurs a et b sont confondus et l'égalité b — a 
a lieu pour À = 1. 
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Des vecteurs a,, a+, ..., a, qui ne sont pas linéairement dé- 
pendants sont par définition linéairement indépendants ou libres. 

Voici une autre définition de l’indépendance linéaire des vecteurs, 
fondée sur la négation logique de la définition 1. 


Définition 2. On dit que des vecteurs a,, a+, ..., a, sont li- 
néairement indépendants si la relation 


Aa + Lolo +... + Anan = 0 


entraine a — 0, ..., &n = 0. 
On a les deux propositions suivantes. 


Théorème 2.2. Si l'un au moins des vecteurs a,, a, . .., a, est 
nul, ces vecteurs sont linéairement dépendants. 


Démonstration. Supposons pour fixer les idées que le 
vecteur a, est nul *) et les autres sont arbitraires. Alors la combi- 
naison linéaire (2.3) de ces vecteurs avec les nombres &, — 1, &æ — 
= a =... — nn = O dont l’un est différent de 0, est nulle. 
C.q.f.d. 


Théorème 2.3. Si parmi n vecteurs il y en a n — 1 qui sont li- 
néairement dépendants, alors ces n vecteurs le sont aussi. 


Démonstration. Supposons pour fixer les idées que les 
vecteurs 4,, 4, . .., An_, Sont linéairement dépendants et le vecteur 
a, est arbitraire **). Par définition de la dépendance linéaire, il 
existe des nombres réels &;, &:, . .., &n-, non tous nuls tels que 


QAy + Lolo +... + Ann] = 0. (2.4) 


L'égalité (2.4) ne sera pas violée si l’on ajoute au premier membre 
le terme nul O-a,, c'est-à-dire qu'on aura 


ŒAy + Dodo +... + An-yan-, + O-a, = 0. (2.5) 


Les nombres @;, @o+, . . ., GŒn-1, O n'étant pas tous nuls, la rela- 
tion (2.5) prouve la dépendance linéaire des vecteurs a,, a, ... 
….. An. C.q.f.d. 


Remarque. Le théorème 2.3 de dépendance linéaire de nr 
vecteurs reste manifestement en valeur si parmi ces vecteurs il 
existe non pas x — 1 vecteurs linéairement dépendants, mais un 
nombre quelconque inférieur à n. 


&. Combinaisons linéaires de deux vecteurs. 


Théorème 2.4. Pour que deux vecteurs soient linéairement dépen- 
dants, il est nécessaire et suffisant qu'ils soient colinéaires. 


*) On peut toujours changer l’ordre des vecteurs et mettre le vecteur nul 
en première place. 
*+*) En changeant l’ordre des vecteurs, on peut toujours faire en sorte que 
les (7 — 1) premiers vecteurs soient linéairement dépendants. 
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Démonstration. 1) Nécessité. Supposons que 
deux vecteurs a et b sont linéairement dépendants. Montrons qu'ils 
sont colinéaires. 

Par définition de la dépendance linéaire, il existe des nombres 
réels & et B non nuls tous deux, tels que 


aa + Bb = 0. (2.6) 


Supposons pour fixer les idées que B = 0. Alors de l'égalité (2.6) 
on déduit 


Œ 
b — R a. 
En posant À = — Fe on obtient b = Aa. Donc, le vecteur b est 


égal au produit du vecteur a par le nombre réel À. Par définition 
du produit d’un vecteur par un nombre, les vecteurs a et b sont 
colinéaires. Ce qui prouve la condition nécessaire. 

2) Suffisance. Supposons que les vecteurs a et b sont 
colinéaires. Montrons qu'ils sont linéairement dépendants. Si l’un 
au moins de ces vecteurs est nul, alors ils sont linéairement dépen- 
dants en vertu du théorème 2.2. 

Il nous faut donc étudier le seul cas où ils ne sont pas nuls. Si 
le vecteur a n'est pas nul, la colinéarité des vecteurs a et b entraîne, 
en vertu du théorème 2.1, qu'il existe un nombre réel À tel que 
b = Àa, ou ce qui revient au même 


Aa +(—1)b = 0. (2.7) 


Etant donné que l’un au moins des nombres À et —1 est non nul, la 
relation (2.7) prouve la dépendance linéaire des vecteurs a et b. 
Ceci achève la démonstration du théorème. 


Corollaire 1. Si des vecteurs a et b ne sont pas colinéaires, ils sont 
linéairement indépendants. 


Corollaire 2. Si deux vecteurs sont non colinéaires, aucun d'eux 
n'est nul (sinon, ils seraient linéairement dépendants). 
e e e LA e 9 
5. Combinaisons linéaires de trois vecteurs. 


Définition. On dit que des vecteurs sont coplanaires s'ils sont situés 
soit dans un même plan, soit dans des plans parallèles. 


Théorème 2.5. Pour que trois vecteurs soient linéairement dé- 
pendants, il est nécessaire et suffisant qu'ils soient coplanaires. 


Démonstration. 1) Nécessité. Supposons que 
trois vecteurs a, b et c sont linéairement dépendants et montrons 
qu'ils sont coplanaires. 
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Par définition de la dépendance linéaire, il existe trois nombres 
réels &, B et y non tous nuls tels que 


aa + Bb + ye = 0. (2.8) 


Supposons pour fixer les idées que y + 0. Alors de la relation (2.8) 
(en divisant par y et en faisant passer deux termes au second membre) 
on obtient 


= 
or nr b. 
En posant À = — = u = — £, on peut mettre la dernière rela- 
tion sous la forme 
= Àa + ub. (2.9) 


Si trois vecteurs a, bet c sont ramenés à un même point ©, l'égalité 
(2.9) entraîne *) que le vecteur c est égal à la diagonale du parallé- 
logramme construit sur deux vecteurs: le 
vecteur a « allongé » de À fois, et le vecteur C 
b « allongé » **) de Lu fois (fig. 2.10). Hb 
Or, cela signifie que les vecteurs a, b +: 
et c sont situés dans un même plan, c'est- 
à-dire sont coplanaires. Ceci prouve la né- 


cessité. 

2) Suffisance. Supposons que les s 2 A 
vecteurs a, b et ce sont coplanaires et prou- 
vons qu'ils sont linéairement dépendants. Fig. 2.10 


Excluons d’abord le cas où deux quelcon- 
ques de ces vecteurs sont colinéaires. Alors en vertu du théorème 2.4, 
ces deux vecteurs sont linéairement dépendants et par suite (en ver- 
tu du théorème 2.3) les trois vecteurs a, b et c le seront. 

Il reste à traiter le cas où le triple de vecteurs a, b et ec ne con- 
tient aucun couple de vecteurs colinéaires (et en particulier ne con- 
tient pas de vecteur nul **#*)). 

Transportons les trois vecteurs coplanaires a, b et cdans un 
même plan et ramenons-les à un même point © (fig. 2.10). Traçons 
par l'extrémité C du vecteur ce des droites parallèles aux vecteurs a 
et b. Désignons par À le point d’intersection de la droite parallèle au 


*) En vertu de la règle du parallélogramme d'addition des vecteurs et de 
la définition du produit d’un vecteur par un nombre (cf. n° 2). Nous excluons 
le cas trivial où les vecteurs a et b sont colinéaires. Dans ce cas, la coplanation 
des vecteurs a, b et c résulte du fait que, ramenés à une origine commune O, 
ils seront portés par deux droites passant par O: le vecteur c par l'une, les vecteurs 
a et b par l’autre. 

**+) Le terme « allongé » est compris au sens défini au n° 2. 
***) En vertu du corollaire 2 du théorème 2.4, un couple de vecteurs 
non colinéaires ne peut contenir de vecteur nul. 
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vecteur b avec le support du vecteur a, et par B le point d’'intersec- 
tion de la droite parallèle au vecteur a avec le support du vecteur b. 
(L'existence de ces points d'’intersection résulte du fait que les 
vecteurs a et b ne sont pas colinéaires.) En vertu de la règle du paral- 
—> 


—> 
lélogramme, le vecteur c est égal à la somme des vecteurs 04 et OB, 
soit 


= OÀ + OB. (2.10) 


— 

Le vecteur OA étant colinéaire au vecteur non nul a (qui est 
porté par la même droite), il existe, en vertu du théorème 2.1, un 
nombre réel À tel que 


> 
OA = ha. (2.11) 
Pour des raisons analogues, il existe un nombre réel pu tel que 
OB = ub. (2.12) 

En portant (2.11) et (2.12) dans (2.10), on obtient 
c = Àa + ub. (2.13) 


La relation (2.13) peut être mise sous la forme 
ha + ub +(—1) ce = 


La dernière relation établit la dépendance linéaire des vecteurs a, 
b et ce puisque l’un au moins des nombres À, u, —1 est non nul. 
Ce qui prouve la condition suffisante. 


Corollaire 1. Nous avons prouvé incidemment la proposi- 
tion suivante: quels que soient les vecteurs non colinéaires a et b, 
et un vecleur arbitraire ec coplanaire à a et b. il existe des nombres 
réels À et u tels que 


ce = Àa + ub. (2.13) 


Corollaire 2. Si des vecteurs a, b et c ne sont pas coplanaires, 
ils sont linéairement indépendants. 


Corollaire 3. Si trois vecteurs ne sont pas coplanaires, deux d’entre 
eux ne peuvent pas être colinéaires et aucun d'eux n'est nul *). 
6. Dépendance linéaire de quatre vecteurs. 


Théorème 2.6. Quatre vecteurs quelconques sont linéairement dé- 
pendants. 


Démonstration. Commençons par exclure le cas où trois 
quelconques de ces vecteurs sont coplanaires. En vertu du théorème 2.5, 


*) Sinon, ces vecteurs seraient linéairement dépendants. 
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ces trois vecteurs sont alors linéairement dépendants et par suite 
(en vertu du théorème 2.3) les quatre vecteurs le sont. 

I] reste à étudier le cas où parmi les quatre vecteurs a, b, cet d 
il n'existe aucun triple de vecteurs co- D 
planaires (et par suite aucun couple de 
vecteurs colinéaires et aucun vecteur 
nul *)). 

Rapportons les quatre vecteurs a, b, 
c et d à la même origine O et traçons par 
l'extrémité D du vecteur d des plans 
parallèles aux plans engendrés par les 
couples de vecteurs be, ac et ab **) 
(fig. 2.11). Désignons par À, B et C les Fig. 2.11 
points d’intersection respectifs de ces 
plans avec les supports des vecteurs a, b et c. (Ces points existent 
car les vecteurs a, b et c ne sont pas coplanaires.) 


> 
Montrons que le vecteur d — OD est égal à la somme des vecteurs 
—}> — — 
OA, OB et OC, soit 
—> —> —> 
d = OA + OB + OC. (2.14) 
En effet, du parallélogramme OCDE (fig. 2.11) il résulte que 
— — — —> 
d = OC + OE, et du parallélogramme OBEA que OE = OA + 
—}> 
+ OB. Ce qui prouve la relation (2.14). 


—}> 

Le vecteur OA étant colinéaire au vecteur non nul a (qui est situé 
sur la même droite), il existe, en vertu du théorème 2.1, un nombre 
réel À tel que 


—> 


OA = ha. (2.15) 


On établit de façon analogue l'existence de nombres réels u et v 
tels que 


— — 
OB = ub, OC = ve. (2.16) 
En portant (2.15) et (2.16) dans (2.14), on obtient 
d = Àa + ub + ve. (2.17) 
La relation (2.17) peut être mise sous la forme 
ka + pb + ve + (—1) d = 0. (2.18) 


*) En vertu du corollaire 3 du théorème 2.5, un triple de vecteurs non 
Op ne peut contenir aucun couple de vecteurs colinéaires et aucun vec- 
teur nul. 

**) Les vecteurs figurant dans ces trois couples ne sont pas colinéaires, 
donc chacun de ces derniers engendre un plan. 
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La relation (2.18) établit la dépendance linéaire des vecteurs a, b, 
cet d, puisque l'un au moins des quatre nombres À, pu, v, —1 n'est 
pas nul. Ce qui prouve le théorème. 


Corollaire.Nousavons prouvéincidemmentla proposition 
suivante : étant donnés trois vecteurs a, b et c non coplanaires, pour 
tout vecteur d on peut exhiber des nombres réels À, pu et v, tels que 


d = Aa + pb + ve. (2.17) 


7. Notion de base. Coordonnées affines. 


Définition 1. On dit que trois vecteurs a, b et c linéairement 
indépendants forment une base dans l'espace si tout vecteur d peut 
être représenté par une combinaison linéaire des vecteurs a, b et c, 
c'est-à-dire si pour tout vecteur d on peut exhiber des nombres réels 
À, p et v tels que l’on ait la relation (2.17). 

On définit de façon analogue une base dans un plan x. 


Définition 2. On dit que deux vecteurs a et b linéairement indé- 
pendants, situés dans un plan n forment une base dans ce plan si tout 
vecteur c de ce plan peut être représenté par une combinaison linéaire 
des vecteurs a et b, c'est-à-dire si pour tout vecteur ce du plan x il 
existe des nombres réels À et Lu tels que l’on ait la relation (2.13). 

On a les propositions fondamentales suivan- 
tes: 
1) Tout triple de vecteurs a, b et c non coplanaires forme une base 
dans l'espace. 

2) Tout couple de vecteurs a et b non colinéaires, situés dans un 
même plan forme une base dans ce plan. 

Pour prouver la première de ces propositions, il suffit de remar- 
quer que trois vecteurs non coplanaires a, b et c sont linéairement 
indépendants (en vertu du corollaire 2 du théorème 2.5) et que pour 
tout vecteur d on peut exhiber des nofbres réels À, pu et v tels que 
l'on ait la relation (2.17) (en vertu du corollaire du théorème 2.6). 

La proposition 2) s'établit de façon analogue (à l'aide du corol- 
laire du théorème 2.4 et du corollaire 1 du théorème 2.5). 

Dans la suite, pour fixer les idées, on ramènera l'espace à une 
base a, b, ©, c'est-à-dire à un triple de vecteurs non coplanaires. 

Alors (par définition de la base), pour tout vecteur d on peut 
exhiber des réels À, u et v tels que l’on ait la relation 


d = Àa + pb + ve. (2.17) 


La relation (2.17) s'appelle décomposition du vecteur d par rapport à la 
base a, b, ce, et les nombres À, u et v, coordonnées, ou composantes du 
vecteur d par rapport à la base a, b, c. 

Prouvons que tout vecteur d peut être décomposé de façon unique 
par rapport à la base a, b, e ou (ce qui revient au même) que les 
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coordonnées de tout vecteur d par rapport à la base a, b, o se détermi- 
nent de façon unique. 

Supposons qu’un vecteur d admette en plus de la décomposition 
(2.17) la décomposition suivante par rapport à la même base: 


d = Aa + pb + v'e. (2.19) 


Une soustraction terme à terme des relations (2.17) et (2.19) 
nous donne *) 


QA—4)a+(u—pu)b+(v—v)e= 0. (2.20) 


Les vecteurs de base a, b et c étant linéairement indépendants, 

la relation (2.20) nous conduit aux égalités 

ÀA—} =0;) p—u —=0, v—v = 0, 
ou À — À’,u = pu’, v = v’. Ce qui prouve l'unicité de la décompo- 
sition par rapport à la base donnée. 

L'importance particulière de la base est dans le fait que les opé- 
rations linéaires sur les vecteurs se transforment en simples opéra- 
tions linéaires sur des nombres (les coordonnées de ces vecteurs). On 
a notamment la proposition suivante. 


Théorème 2.7. Lorsqu'on additionne deux vecteurs d, et d., leurs 
coordonnées (par rapport à une base quelconque a, b, c) s'ajoutent. 
Lorsqu'on multiplie un vecteur d, par un nombre quelconque «, toutes 
ses coordonnées sont multipliées par ce nombre. 


Démonstration. Supposons que d, =À,a + u,b + 
+ Vic, de = À,a + u,b + v,c. Alors en vertu des propriétés 1° 
à 7° des opérations linéaires (cf. n° 2),on a 


d; + d, = (à + À) a + (lu + Le) b + (" + Ve) ©, 
ad, = (&À,) a + (œu,) b + (av) c. 


Ce qui prouve le théorème, puisque la décomposition par rapport à la 
base est unique. 

Passons maintenant à la définition des coordonnées 
affines d'un point. 

Les coordonnées affines dans l'espace sont définies par la donnée 
d'une base a, b, c et d'un point O appelé origine des coordonnées. 

On appelle coordonnées affines d'un point M les coordonnées du 


vecteur OM (par rapport à la base a, b, c). 
—> 


Le vecteur OM étant décomposable de façon unique par rapport 
à la base a, b, c, à chaque point M de l'espace sera associé un triple 
de coordonnées affines À, u, v et un seul. 


*) La possibilité de soustraire membre à membre (2.17) et (2.19) et de 
réduire les termes semblables résulte des propriétés des opérations linéaires 
sur les vecteurs (cf. n° 2 
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Il est évident que les coordonnées rectangulaires sont un cas 
particulier des coordonnées affines, correspondant à un triple de 
vecteurs de base unitaires, deux à deux orthogonaux. Cet important 
cas particulier est étudié d'une manière plus approfondie au n° 9 
de ce paragraphe. 

Signalons en conclusion que les propriétés de la base et la notion 
de coordonnées affines dans le plan sont exactement les mêmes que 
pour l’espace. 


8. Projection d’un vecteur sur un axe et ses propriétés. Com- 


— 
mençons par définir la projection d'un vecteur a = AB sur un 
axe u. Désignons par À” et B° les projections orthogonales respectives 
des points À et B sur l'axe u (fig. 2.12). 


à 
On appelle projection du vecteur a = AB 


— 
sur l'axe u le segment de droite orienté A'B'. 
On conviendra de désigner la projection du 
vecteur a sur l'axe par pr,a. La figure 2.12 
montre comment on construit la projection 


—}> 

d’un vecteur a — AB sur l'axe u: œet f repré- 
sentent les plans parallèlement auxquels est 
réalisée Ja projection (c'est-à-dire les plans 
perpendiculaires à l'axe uw et passant par les 


—> 
extrémités À et B du vecteur a — 4B). 


MN 
Nous aurons besoin dans la suite de la notion d'anglela, u) 


— 
du vecteur a = AB et de l’axe u. Cet angle se définit comme 
l'angle y de deux axes issus d’an point arbitraire M, de même direction 


—> 
et de même sens, l'un que le vecteur a — AB, l'autre, que l'axe u 
(fig. 2.12). 

Prouvons la propriété suivante. 


Théorème 2.8. La mesure algébrique de la projection d'un vecteur 
a sur l'axe u est égale au produit du module du vecteur a par le cosinus 


M 
de l'angle q = (a, u). 


Démonstration. Désignons par v l’axe passant par 
l'origine À du vecteur a, de même direction et de même sens que 
l'axe u (fig. 2.12) et soit C la projection de B sur l'axe vw. 

MN MN 


IN — —+ 
L'angle BAC est alors égal à l'angle @ — (4B, A'u) ou (AB, Av), 
le point C étant manifestement situé dans le plan $ indiqué sur la 
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figure 2.12 (c'est-à-dire dans le plan perpendiculaire à l'axe u et 
passant par le point PB). 


On peut par ailleurs affirmer que 4A’B° — AC, puisque les axes u 
et v sont parallèles et de même sens et que les segments de ces axes 
compris entre les plans parallèles & et B sont égaux. 


Etant donné que par définition pr,a = A’B’, on obtient 


pr,a = AC. (2.21) 

Mais AC est la projection du segment de droite orienté AB sur 

l'axe v; sa mesure algébrique est égale (en vertu du n° 1, $ 3, cha- 
pitre 1) à 


— — 
AC = | AB | cos @ := | a | cos ®. (2.22) 
La comparaison des relations (2.21) et (2.22) nous donne 


pr,a — |a | cos . (2.23) 
C.q.f.d. 


Les propriétés fondamentales de la projection 
d’un vecteur sur un axe consistent en ce que les opérations linéaires 
sur Jes vecteurs se ramènent aux opérations linéaires respectives sur 
les mesures algébriques des projections de ces vecteurs (sur un axe 
quelconque). 

Plus exactement, onala proposition suivante: lorsqu'on 
additionne deux vecteurs d, et d,, les mesures algébriques de leurs pro- 
jections sur un axe quelconque u s'ajoutent. Lorsqu'on multiplie un 
vecteur d, par un nombre quelconque «, la mesure algébrique de la 
projection de ce vecteur sur un axe quelconque est aussi multipliée par 
le nombre «. 

Nous remettons la démonstration de cette proposition au numéro 
suivant. Les propriétés de la mesure algébrique de la projection d’un 
vecteur sur un axe s'appellent propriétés linéaires. 


9. Système de coordonnées rectangulaires comme cas particulier 
d’un système de coordonnées affines. Comme déjà signalé, un système 
de coordonnées rectangulaires est un cas particulier d'un système 
affine, correspondant à un triple de vecteurs de base unitaires, deux 
à deux orthogonaux. 

Dans le cas d’un système rectangulaire, les vecteurs de base sont 
généralement désignés par i, j, k. Ainsi, chaque vecteur i, j, k est 
de longueur unité et ces vecteurs sont deux à deux orthogonaux (les 
vecteurs i, j, k sont généralement choisis de même sens que les 
axes Uz, Oy et Oz respectivement). 

En vertu des résultats fondamentaux du n° 7, fout vecteur d peut 
être décomrçosé de façon unique, suivant une base i, j, k, c’est-à-dire 
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que pour tout vecteur d il existe un triple de nombres X, Y et Z*)etun 
seul tel que l'on ait 
d = Xi+Yij + Zk. (2.24) 


Les nombres X, Y, Z sont appelés coordonnées ou composantes 
du vecteur d relativement à la base i, ÿ, k. Si M est un point quel- 
conque de l'espace, ses coordonnées définies 
au chapitre 1 sont confondues avec celles 


— 
du vecteur OM. 
Si le vecteur d admet X, Y, Z pour 
coordonnées, nous le noterons de la maniè- 
re suivante: 


d ={X, Y, 2}. 


La proposition suivante met en évidence 
la signification géométrique des coordon- 
nées d’un vecteur. 


Théorème 2.9. Les coordonnées X, Y, Z d'un vecteur d sont égales 
aux mesures algébriques des projections de ce vecteur sur les axes Ox, Oy 
et Oz respectivement. 


Démonstration. Reprenons les raisonnements qui nous 
ont servi à établir le théorème 2.6 (n° 6). Ramenons le vecteur d 
à l'origine O du système de coordonnées et traçons par l'extrémité D 
de ce vecteur trois plans parallèles aux plans de coordonnées Oyz, 
Oxz et Oxy (fig. 2.13). Désignons par À, B et C les points d'inter- 
section respectifs de ces plans avec les axes Ox, Oy et Oz. 

Comme dans la démonstration du thévrème 2.6 on obtient 


— — —> 
d — OA + OB + OC. 


La suite des rhisonnements du théorème mentionné nous conduit 
(aux notations près) aux égalités 


— — — 
OÀ = Xi, OB=—Yj, OC = Zk. (2.25) 


Dans le cas considéré, le parallélépipède de diagonale d construit sur 
les vecteurs de base i, j, k, est rectangle. Donc, les mesures algébri- 
ques des projections du vecteur d sur les axes Ox, Oy et Oz sont 


respectivement égales à OA, OB et OC. Pour prouver le théorème, 
il nous reste à nous assurer que OA — À, OB = Y, OC = Z. 
Prouvons par exemple que OA = X. En vertu de (2.25), on a 


— 
OA = Xi. De là et du fait que i est un vecteur unitaire, il s'ensuit 


*) Si le système de coordonnées est rectangulaire, pour composantes du 
vecteur d on prendra X, Ÿ et Z au lieu de À, pet v. 
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que | OA | = | X |. Or, les nombres OA et X sont de même signe: 


— 
en effet, ils sont tous deux >>0 ou <<0 selon que les vecteurs OA et i 
sont de même sens ou de sens contraires. Donc, UA = X. On dé- 


montre de façon analogue les égalités OB = Y et OC = Z. Ce qui 
prouve le théorème. 


Désignons par &, Bet yles angles du vecteur d et des axes 
Ox, Oy et Oz respectivement. 

Les nombres cos «, cos B et cosy sont appelés cosinus 
directeurs du vecteur d. 

Les théorèmes 2.9 et 2.8 (cf. formule (2.23)) nous donnent les 
formules suivantes des coordonnées X, Ÿ et Z du vecteur d: 


X = |dlcosa, Y = ]|d]|cosf, Z = ]|d | cos Y. (2.26) 
Etant donné que le carré de la diagonale du parallélépipède 
rectangle est égal à la somme des carrés de ses côtés, on déduit à 
partir des égalités OA = X, OB = Y et OC = Z l'expression sui- 

vante du module du vecteur d en fonction de ses coordonnées: 
Id\=V X?-+Y2+22, (2.27) 


Des formules (2.26) et (2.27) on déduit les expressions suivantes des 
cosinus directeurs du vecteur d en fonction de ses coordonnées: 


X : Y 
PSE pren SR 
: (2.28) 
COS ÿ — 


VXS+FY:E 23 ° 
En élevant au carré et en ajoutant les relations (2.28) on trouve 
cos® & + cos* B + cos? y = 1, 


c'est-à-dire que la somme des carrés des cosinus directeurs de tout vecteur 
est égale à un. 

Le vecteur d étant défini de façon unique par ses trois coordonnées, 
il s'ensuit des formules (2.26) qu’il est défini de façon unique par son 
module et ses trois cosinus directeurs. 

Prouvons en conclusion les propriétés linéaires de la mesure algébri- 
que de la projection d'un vecteur sur un axe, formulées à la fin du numé- 
ro précédent, c’est-à-dire, prouvons que lorsqu'on additionne deux 
vecteurs d, et d., les mesures algébriques de leurs projections sur un axe 
quelconque u s'ajoutent et lorsqu'on multiplie un vecteur d, par un 
nombre quelconque «, la mesure algébrique de sa projection sur un axe 
quelconque u est multipliée par ce nombre «. 

Soient donnés un axe quelconque w et deux vecteurs quelconques 
d, et d,. Introduisons un système de coordonnées rectangulaires tel 
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que l'axe u soit confondu avec l'axe Oz. Supposons que 
d'=Xi+y,ji+Z.k, d = Xi + Yej + Z.k. 
Alors en vertu du théorème 2.7 
dy + de = (Xi + Xe) À + (Pa + Yo) 5 + (Z1 + 22) k, 
ad; = (aX;) i + (aYŸ1) ÿ + (aZ:) k. 


Le théorème 2.9 et le fait que l’axe uw est confondu avec l’axe OUx 
nous permettent d'écrire 


X3 = Pry du À = Prudos X1 + Xe = pru(d; + de), 
aX1 = pr,(ad:). 
Donc 
Pru(d1 + do) = Prudi + Prudes 


pr.(ad;) — a Prudi 


ce qui prouve la proposition annoncée. 


$ 2. Produit scalaire de deux vecteurs 


1. Définition du produit scalaire. 


Définition 1. On appelle produit scalaire de deux vecteurs le 
nombre égal au produit des modules de ces vecteurs par le cosinus de 
l'angle qu'ils forment. 

Le produit scalaire de vecteurs a et b sera désigné par ab. Si 
l'angle des vecteurs a, best @, alors par définition le produit scalaire 
de ces vecteurs est donné par la formule 


ab = |a |-|b | cos +. (2.29) 


Donnons une autre définition du produit scalaire de 
deux vecteurs, équivalente à la définition 4. 

On se servira pour cela de la notion de projection d'un vecteur b 
sur un axe de vecteur directeur a. Conformément aux notations du 
n° 8, $ 1 on désignera la projection du vecteur b sur un axe de vecteur 
directeur a par le symbole pr,b. En vertu du théorème 2.8, on 
obtient 


prb = | b | cos y. (2.30) 
La comparaison des relations (2.29) et (2.30) nous conduit à l'expres- 
sion suivante du produit scalaire: 


ab = | a | pr,b. (2.31) 
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On aurait pu de toute évidence intervertir le rôle des vecteurs a, b. 
Ceci nous aurait conduit à l'expression suivante du produit scalaire: 


ab = |b |prea. (2.32) 


Les expressions (2.31) et (2.32) nous amènent à la définition 
suivante du produit scalaire (qui est équivalente à la définition 1). 


Définition 2. On appelle produit scalaire de deux vecteurs le 
nombre égal au produit du module de l'un de ces vecteurs par la mesure 
algébrique de la projection de l'autre vecteur sur l'axe du premier *). 


La notion de produit scalaire de vecteurs est née en mécanique» 
Si un vecteur a représente une force dont le point d'application se 
déplace de l’origine à l'extrémité d’un vecteur b, alors le travail w 
de cette force est défini par la relation 


w = |a|]|bl|cos , 
c'est-à-dire est égal au produit scalaire des vecteurs a et b. 


2. Propriétés géométriques du produit scalaire. 


Théorème 2.10. Pour que deux vecteurs soient orthogonaux, il est 
nécessaire et suffisant que leur produit scalaire soit nul. 


Démonstration. 1) Nécessité. Supposons que les 
vecteurs a et b sont orthogonaux et soit œ leur angle. Alors cos ® = 0 
et en vertu de la formule (2.29), le produit 
scalaire ab est nul. 

2) Suffisance. Supposons que le 
produit scalaire ab est nul et prouvons que 
les vecteurs a et b sont orthogonaux. Excluons 
tout d'abord le cas trivial où l’un au moins 
des vecteurs a et best nul (un vecteur nul n’a 
pas de sens défini et on peut considérer qu'il 
est orthogonal à n'importe quel vecteur). 

Si les vecteurs a et b ne sont pas nuls, alors Fig. 2.14 
[a|> 0et |b|>=>0; donc, de la relation 
ab = O et de la formule (2.29) il s'ensuit que cos @ = 0, c'est-à-dire 
que les vecteurs a et b sont orthogonaux. 

Ce que nous voulions. 


Avant de formuler la proposition suivante, on se propose de pré- 
ciser Ja notion d’angle qç de vecteurs a et b. 

Ramenons deux vecteurs quelconques a et b à une même origine O 
(fig. 2.14). Alors pour angle q des vecteurs a et b on peut prendre 

*) 11 existe une troisième définition du produit scalaire, équivalente aux 
deux précédentes: On appelle produit scalaire de deux vecteurs portés par des ares 


le produit des mesures algébriques des vecteurs et du cosinus de l'angle que forment 
les ares (note du traducteur). 
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n'importe lequel des angles , et œ, indiqués sur la figure 2.14. En 
effet, la somme des angles , et q, étant égale à 2x, on a cos p, — 
— cos p,. Des deux angles œ, et w, l'un est manifestement inférieur à ñ 
(l'angle æ, sur la figure 2.14). 

On conviendra dans la suite d'entendre par angle de deux vecteurs 
l'angle qui est inférieur à n. 

On a alors la proposition suivante. 


Théorème 2.11. Pour que deux vecteurs non nuls forment un angle 
aigu (resp. obtus), il est nécessaire et suffisant que leur produit scalaire 
soit strictement positif (resp. négatif). 


Démonstration. Les vecteurs a et b n'étant pas nuls, 
en vertu de la formule (2.29) le produit scalaire est de même signe 
que cos p. Or, si l'angle ® < x, alors cos > 0 si et seulement si 
est aigu, et 0, si et seulement si œ@ est obtus. C.q.f.d. 


3. Propriétés algébriques du produit scalaire. Le produit sca- 
laire des vecteurs possède les quatre propriétés suivantes: 

19 ab — ba (commutativité); 

2% (œa) b — a (ab) (associativité par rapport à la 
multiplication par un scalaire); 

3° (at bjec=ac+be (distributivité par rapport 
à l'addition des vecteurs); 

49 aa >> 0 si a n'est pas nul et aa = 0 si a est nul *). 

Prouvons ces propriétés. La propriété 1° est une conséquence im- 
médiate de la formule (2.29). 

Pour prouver la propriété 2°, on se servira de la définition 2 du 
produit scalaire, c'est-à-dire de la formule (2.32). Etant donné que 
la mesure algébrique de la projection d’un vecteur sur un axe jouit 
de la propriété linéaire suivante pr, (œa) — a pr, a (cf. n°5 8, 9 
du $ 1), on obtient 


(œa) b — | b |-pr, (aa) = & | b |-pr, a — a-(ab). 


Ce qui prouve la propriété 2°. 
Pour établir la propriété 3°, on se servira encore de la formule 
(2.32) et de la propriété linéaire de la mesure algébrique de la pro- 


*) En algèbre linéaire, on étudie un ensemble d'éléments a, b, ... de 
nature quelconque. Si cet ens2mble est muni des opérations d'addition et de 
multiplication par un réel et si ces opérations sont justiciables des propriétés 
49 à 50 établies pour les opérations sur les vecteurs (cf. n° 2, $ 1), alors cet 
ensemble est dit espace vectoriel. 

Un espace vectoriel est euclidien s'il est muni d’une application 
qui à tout couple d'éléments a et b associe un nombre ab, dit produit 
scalaire deaet de b, jouissant des propriétés 10 à 40 formulées ci-dessus. 

Donc, l'espace des vecteurs géométriques muni des opérations linéaires et 
du produit scalaire définis plus haut est un exemple d'espace euclidien. 
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jection d’un vecteur sur un axe, soit pr. (a + b) — pr. a + pr.b 
(cf. n° 8, $ 1). 
On obtient 


(a+b)ce=]c|-pr.(a+b) = {c|-(prea + pr.b) — 
— |cl-prea+lel *pr. b= ac + be. 
Reste à prouver la propriété 4°. On remarquera à cet effet que de 
la formule (2.29) il s'ensuit immédiatement que aa = | a [°, c'est-à- 


dire que le carré scalaire d'un vecteur est égal au carré du module de ce 
vecteur. 

11 s'ensuit notamment que le carré scalaire est strictement positif 
si le vecteur a est non nul, et nul si le vecteur a est nul. 

Les propriétés prouvées sont fondamentales. Elles permettent, 
lorsqu'on multiplie scalairement des polynômes vectoriels, d'effectuer 
les opérations terme à terme indépendamment de l'ordre des facteurs et 
en associant les facteurs numériques. 

Cette possibilité sera largement utilisée dans le numéro suivant, 


4. Expression du produit scalaire de deux vecteurs en fonction 
de leurs composantes. 


Théorème 2.12. Si deux vecteurs a et b sont définis par leurs 
composantes 


a — {X;, Yi: Zi}; b — {Xe Ya Ze}, 


alors le produit scalaire de ces vecteurs est égal à la somme des produits 
de leurs composantes respectives, soit 


ab —_ XX —- ee — Z1Zo. (2.33) 


Démonstration. Considérons tous les produits scalaires 
des vecteurs de base i, j et k pris deux à deux. Comme ces vecteurs 
sont unitaires et deux à deux orthogonaux, on obtient 


üi—=41, ÿ=0, ki=0, 
ik — 0, jk—0, kk=1. 


En se servant de la possibilité de multiplier scalairement des polynô- 
mes vectoriels et en tenant compte du fait que a = Xi + Y,i + 
+ Z.k, b = Xi + Y.j + Z.k, on obtient 


ab — XiXeii + XiVoiÿ + XaZaik + ViXaji + VaYaii + 
+ YiZjk + ZiXoki + ZY ki + Z1Z.kk. 


La formule (2.33) résulte de la dernière égalité et des relations (2.34). 
C.q.f.d. 


60 ALGBBRE VECTORIELLE (CH 2 


Corollaire 1. Une condition nécessaire et suffisante d'orthogonalité 
des vecteurs a —{X,, Y,, Z,} et b —{X,, Y:, Z,} est l'égalité 


XX: EV TD 77 m0. 


(Ce corollaire résulte immédiatement du théorème 2.10 et de la 
formule (2.34).) 
Corollaire 2. L'angle @ des vecteurs a ={X,, Y,, Z.} et b = 
={X,, Ÿ, Z:} est défini par la formule 
X1Xa+Y1Ye+ 2123 


UP REA a, 
(En effet, cos o — EU et il ne reste qu’à appliquer la formule 


(2.33) du produit scalaire et la formule (2.27) du module d’un vec- 
teur.) 


$ 3. Produits vectoriel et mixte de vecteurs 


1. Triples de vecteurs et systèmes de coordonnées directs et ré- 
trogrades. 


Définition 1. On dit que trois vecteurs forment un triple ordonné 
(ou simplement un triple) si l'on connaît l'ordre dans lequel ils se 
suivent. 


Dans un triple, les vecteurs seront toujours notés dans leur ordre 
de succession. Ainsi, la notation bac signifie que le premier élément 
du triple est le vecteur b, le second, le vecteur a, le troisième, le 
vecteur c. 


Définition 2. On dit qu'un triple de vecteurs abc non coplanaires 
est direct (resp. rétrograde) si 

1° ramenés à la même origine ces vecteurs se disposent respectivement 
comme le pouce, l'index et le majeur de la main droite (resp. gauche); 

29 ces vecteurs élant ramenés à la même origine, le vecteur c est 
situé du côté du plan défini par les vecteurs a et b d’où la plus courte 
rotation de a vers b est réalisée dans le sens direct (resp. rétrograde); 

3° pour un observateur placé à l'intérieur de l'angle solide formé 
par les vecteurs a, b et c ramenés à la même origine, les rotations de a 
vers b et de b vers c sont réalisées dans le sens direct (resp. rétrograde). 


Il est immédiat de vérifier que les conditions 1°, 2° et 3° sont 
équivalentes. On laisse au lecteur le soin de vérifier à l’aide de cha- 
cune de ces conditions que le triple abc de la figure 2.15 est direct 
et celui de la figure 2.16 est rétrograde. 


Remarque. La notion de triple direct et rétrograde n’a 
pas de sens pour les vecteurs coplanaires. 
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Deux triples de vecteurs sont par définition de même orien- 
tation s'ils sont tous deux directs ou tous deux rétrogrades. Dans 
le cas contraire, on dit qu'ils sont d'orientation con- 
traire. 

Avec trois vecteurs a, b et e on peut former en tout six triples: 


abc: bca; cab: (2.36) 
bac; achb; cha. (2.37) 


On vérifie sans peine à l’aide de la condition 3° de la définition 
2 que Les triples (2.36) sont de même orientation que abe, et les triples 
(2.37) d'orientation contraire. 


a 


Fig. 2.45 Fig. 2.46 


Définition 3. On dit qu'un système de coordonnées cartésiennes ou 
affines est direct (resp. rétrograde) si les trois vecteurs de base forment 
un triple direct (resp. rétrograde). 


Pour fixer les idées, on conviendra dans la suite de considérer 
uniquement des systèmes de coordonnées directs. 


2. Définition du produit vectoriel de deux vecteurs. 


Définition. On appelle produit vectoriel du vecteur a par le vecteur 
b le vecteur ce noté e — [ab] 

1) dont le module est égal au produit des modules de a et b par le 
sinus de l'angle @ qu'ils forment *), soit 


[e]=1{fabl|=lallbl]sin®; (2.38) 


2) qui est orthogonal à a et b; 


3) qui est orienté de telle sorte que le triple de vecteurs abc soit 
direct **). 


*) Comme convenu au n° 2, $ 2, pour angle de deux vecteurs, on prendra 
l'angle ? < nr. Sous ces conditions, sin @ > 0 et (2.38) est >0. De la formule 
re s'ensuit que si Les vecteurs a et b sont colinéaires, Le vecteur c = [ab] 

nur. 

++) Les conditions 1) et 2) ne définissent que la direction du vecteur c. 
La condition 3) définit son sens. Si a et b sont colinéaires, le triple abe est copla- 
naire et de 1) il s'ensuit déjà que e = 0. 
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La notion de produit vectoriel a aussi été empruntée à la méca- 
nique. Si le vecteur b représente la force appliquée en un point M, 


et le vecteur a — OA, alors le vecteur ce — [ab] est le moment de 
la force b par rapport au point O. 


3. Propriétés géométriques du produit vectoriel. 


Théorème 2.13. Une condition nécessaire et suffisante pour que 
deux vecteurs soient colinéaires est que leur produit vectoriel soit nul. 


Démonstration. 1) La condition nécessaire ré- 
sulte de la définition même du produit vectoriel ; si deux vecteurs a 
et b sont colinéaires, leur produit vectoriel est par définition nul 
(cf. formule (2.38) et note de la page 61). 

2) Suffisance. Supposons que le produit vectoriel [ab} 
est nul et prouvons que les vecteurs a et b sont colinéaires. 

Excluons d'abord le cas trivial où l'un au moins des vecteurs a 
et b est nul (un vecteur nul est de sens indéfini et on peut considérer 
qu'il est colinéaire à tout vecteur). 

Si les vecteurs a et b sont tous deux non nuls, alors | a | > 0 
et |b|=>0, et l'égalité [ab] — 0 et la formule (2.38) entraînent 
que sin @ = 0, autrement dit les vecteurs a et b sont colinéaires. 

Ce qui prouve le théorème. 


Théorème 2.14. Le module du produit vectoriel [ab] est rnumérique- 
ment égal à l'aire S du parallélogramme construit sur les vecteurs a et b 
ramenés à la même origine. 


Démonstration. L'’aire du parallélogramme étant égale 
au produit des côtés par le sinus de l'angle qu'ils forment, le théorème 
résulte directement de la formule (2.38). 


Définition. On appelle vecteur unitaire d'un vecteur non nul c 


le vecteur unitaire colinéaire à c et de même sens que c. 


Corollaire du théorème 2.14. Si e est le vecteur unitaire du pro- 
duit vectoriel [ab], et S l'aire du parallélogramme construit sur les 
vecleurs a et b ramenés à la même origine, alors on a la relation 
suivante pour le produit vectoriel [ab]: 


£ [ab] = Se *). (2.39) 


Remarque. Il résulte des définitions du vecteur unitaire 
et du produit vectoriel que le triple abe est direct (car il en est de 
même du triple ab [abl). 


*) Si les vecteurs a et b sont colinéaires (et en particulier si l’un d'eux 
au moins est nul), la formule (2.39) reste valable, car dans ce cas le produit 
vectoriel L ab], aussi bien que l'aire S du parallélogramme construit sur a et b 
seront nuls. 
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La propriété suivante nous donne une importante formule pour 
la suite. 


Théorème 2.15. Si c est un vecteur arbitraire, x un plan quel- 
conque le contenant, e, un vecteur unitaire porté par le plan x et 
orthogonal à c, g, le vecteur unitaire orthogonal au plan x et orienté 
de telle sorte que le triple ecg soit direct, alors pour tout vecteur a du 
plan x on a la formule 


[acl = pr,a-|c|g. (2.40) 


Démonstration. Il suffit de prouver que les vecteurs 
des deux membres de (2.40) 

4) ont même module, 

2) sont colinéaires, 

3) sont de même sens. 

Le théorème 2.14 nous dit que | [ae] | — S, où S est l’aire du 
parallélogramme construit sur les vecteurs a et c ramenés à la même 
origine. Le module du vecteur du se- 
cond membre de (2.40) est égal à 
| ce |-| pr. a |, c'est-à-dire à S aussi, 
car si pour base de ce parallélogram- 
me on prend le vecteur c, alors sa 
hauteur À sera égale à | pra! 


(fig. 2.17). 
La colinéarité des vecteurs des | 
deux membres de l'égalité (2.40) Fig. 2.17 


résulte de ce que ces deux vecteurs 

sont orthogonaux au plan x (le vecteur [acl, par définition du pro- 
duit vectoriel, le vecteur pr, a-| ce | g, en raison du fait que le vec- 
teur g est par hypothèse orthogonal au plan x). 

Reste à vérifier que les vecteurs des deux membres de (2.40) 
sont de méme sens. À cet effet, il suffit de remarquer que les vecteurs 
[ac] et g sont de même sens (resp. de sens contraires) si le triple acg 
est direct (resp. rétrograde), c'est-à-dire si les vecteurs a et e sont 


situés du même côté de ce (resp. de part et d'autre de ec *))et pr. a > 
> 0 (resp. 0); or, cela signifie que les vecteurs [aclet pr.a-|clg 
sont toujours de même sens. C.q.f.d. 


4. Produit mixte de trois vecteurs. Soient donnés trois vecteurs 
arbitraires a, b et c. Si le vecteur a est multiplié vectoriellement 
par le vecteur b et le résultat obtenu, [ab], multiplié scalairement par le 
vecteur €, alors le nombre [ab] c s'appelle produit mixte des vecteurs 
a, b'et c. 


*) Ceci étant, nous excluons le cas trivial où le vecteur a est colinéaire 


au vecteur c. On a alors [ac] = 0 et pr,a = 0, si bien que la relation (2.40) 
est évidente. 
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La signification géométrique du produit mixte est donnée par 
le théorème suivant. 


Théorème 2.16. Le produit mixte [ab] e est égal au volume du 
parallélépipède construit sur les vecteurs a, b et c ramenés à la même 
origine, pris avec le signe + ou — selon que le triple abc est direct 
ou rétrograde. Si les vecteurs a, b et c sont coplanaires, alors 
{ab] c est nul. 


Démonstration. Excluons d’abord le cas trivial où les 
vecteurs a et b sont colinéaires. Dans ce cas, les vecteurs a, b et € 
sont coplanaires *) et il nous faut 
démontrer que le produit mixte [ab] e 
est nul. Ceci est évident, puisque 
le produit vectoriel [ab] de deux vec- 
teurs colinéaires a et b est nul. 

Reste à traiter le cas où Les vecteurs 
aetbne sont pas colinéaires. Desi- 
genons par $ l’aire du parallélogramme 
construit sur les vecteurs a et b rame- 
nés à la même origine et par e le 

Fig. 2.18 vecteur unitaire du produit vectoriel 

[ab]. Alors, comme prouvé au numéro 

précédent, la formule (2.39) est valable. Celle-ci et la formule (2.31) 
du produit scalaire nous donnent 


[ab] e = (Se) e = S (ec) = S|elpr.ce = S-pr. c. (2.41) 


Supposons tout d'abord que les vecteurs a, b et c ne sont pas 


coplanaires. Alors pr.c est au signe près égale à la hauteur À du 
parallélépipède construit sur les vecteurs a, b et c' ramenés à la 
même origine, à condition que la base soit le parallélogramme cons- 
truit sur les vecteurs a et b (fig. 2.18). 

Donc, le second membre de (2.41) est au signe près égal au volume 
du parallélépipède construit sur les vecteurs a, bet c. Reste à préciser 
le signe. 

Il est évident qu'on a le signe + ou le signe — selon que les 
vecteurs e et c sont situés d’un même côté ou de part et d'autre du 


plan engendré par les vecteurs a et b. Cela signifie que pr. ce = +h 


si les triples abc et abe sont de même sens et pr, ce = —h, s'ils 
sont de sens contraires. Le triple abe étant direct par définition du 
produit vectoriel (cf. n° 3 in fine), on a 


+ h si abe est un triple direct, 
— h si abc est un triple rétrograde. 


PreC= 


*) Car parmi trois vecteurs non coplanaires, il ne peut en exister deux qui 
soient colinéaires (cf. corollaire 3 du théorème 2.5). 
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Pour achever la démonstration du théorème, il suffit de porter cette 


valetr de pre © dans le second membre de (2.41). 
Si Les vecteurs a, b et c sont coplanaires, le vecteur c est porté par 


le plan engendré par les vecteurs a et b, d'où il s'ensuit que pr, e — 
= 0, et [ab] ce — 0 en vertu de la formule (2.41). Ceci achève la dé- 
monstration du théorème. 


Corollaire 1. On a la relation lab] ce — a [be]. 


En effet, de la commutativité du produit scalaire, il résulte que 
a [bel = [be] a, et il nous suffit de montrer que [ab] e — [be] a. 
Cette égalité est évidente au signe près, car ses deux membres sont au 
signe prés égaux au volume du parallélépipède construit sur les 
vecteurs a, bet c. Mais ces deux membres sont de même signe, puisque 
les triples abc et bca font partie du même groupe de triples (2.36) 
et par conséquent sont de même sens (cf. n° 1). 

L'égalité [ab] ce — a [bc] nous permet de noter le produit mixte 
de trois vecteurs a, b et c tout simplement abc sans indiquer lesquels 
des vecteurs (les deux premiers ou les deux derniers) sont vectoriellement 
multipliés. 


Corollaire 2. Une condition nécessaire et suffisante pour que trois 
vecteurs soient coplanaires est que leur produit mixte soit nul. 


En effet, le produit mixte de vecteurs coplanaires est nul en vertu 
du théorème 2.16. La réciproque résulte du fait que si des vecteurs 
ne sont pas coplanaires, leur produit mixte (en vertu du même théorè- 
me) est égal au volume, non nul, du parallélépipède construit sur 
ces vecteurs. 


Corollaire 3. Le produit mixte de trois vecteurs, dont deux sont 
confondus, est nul. 


En effet, ces vecteurs sont manifestement coplanaires. 


5. Propriétés algébriques du produit vectoriel. Le produit vec- 
toriel des vecteurs possède les quatre propriétés suivantes: 

4° [ab] = — [bal(anticommutativité); 

20 [(œa) b] = œ [ab] (associativité pour la multiplica- 
tion par un scalaire); 

3° [(a + b) el — [acl + [bel (distributivité pour l'ad- 
dition des vecteurs); 

4° [aa] — O0 pour tout vecteur a. 

Prouvons ces propriétés. 

Pour établir la propriété 1° posons © = [ab], d — [bal. 
Si les vecteurs a et b sont colinéaires, alors en vertu du théorème 2.13 
on ac — d — 0et la propriété 1° est prouvée. Si a et b ne sont pas 
colinéaires, les vecteurs c et d, primo, ont même module (en vertu de la 
formule (2.38) du module d’un produit vectoriel), secundo, sont coli- 
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néaires (puisque les vecteurs çc et d sont tous deux orthogonaux au 
plan engendré par a et b). Mais alors ec — d ou bien ec =: —d. Le 
premier cas est impossible, car par définition du produit vectoriel 
les triples abc et bac seraient directs, ce qui est absurde puisqu’en 
vertu des résultats du n° 1 ces triples sont de sens contraires *). 
Donc, oc — —d et la propriété 1° est entièrement prouvée. 
Pour établir la propriété 2°, posons e = [(œa) b], d = 
— @& [ab] et excluons les cas triviaux où le vecteur a est colinéaire 


b 
b 
p=p ? p 
(4 a xx œa 0 a 
(æ>0) (œ <0) 
Fig. 2.19 Fig. 2.20 


à bet où a = Ü. Dans ces cas on trouve ce = d =: 0 (en vertu du 
théorème 2.13 et de la définition du produit d’un vecteur par un 
nombre), ce qui prouve la propriété 2°. 

Supposons maintenant que les vecteurs a et b ne sont pas coli- 
néaires et que a = O0. Montrons que les vecteurs ç et d sont alors 
égaux. Désignons par @ l'angle des vecteurs a et b et par 4 celui 
des vecteurs œa et b. Par définition du module du produit vectoriel 
et du produit d’un vecteur par un nombre, on peut affirmer que 


[el=|allallblsin, [d|=lal |all|blsing. (2.42) 


Deux cas peuvent se présenter: 1) d — œ (lorsque & > 0 et les 
vecteurs a et «a sont de même sens; fig. 2.19), 2) = x — œ (lorsque 
@ «TZ 0 et les vecteurs a et œa sont de sens contraires; fig. 2.20). 
Dans les deux cas, sin ç@ = sin Ÿ, et les formules (2.42) nous disent 
que | c | = | d |, autrement dit, les vecteurs c et d ont même module. 

Il est évident par ailleurs que les vecteurs ce et d sont colinéaires, 
car dire que ces vecteurs sont orthogonaux au plan engendré par 
les vecteurs aa et b revient à dire qu'ils le sont au plan engendré par 
les vecteurs a et b. 

Pour prouver l'égalité des vecteurs o et d il reste à établir qu’ils 
sont de même sens. Supposons que & > 0 (resp. a << 0); les vecteurs a 
et œa sont alors de même sens (resp. de sens contraires) et par suite 
il en est de même des vecteurs [ab] et [(œa) b]. Or, ceci signifie que 
de vecteurs d = @ [ab] et ce — [(œa) b] sont toujours de même sens. 

.q.f.d. 


*) L'un de ces triples appartient au groupe (2.36), l'autre, au groupe (2.37). 
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Passons maintenant à la démonstration de la propriété 3. 
Considérons séparément les cas où: 1) les vecteurs a, b et c 
sont coplanaires, 2) les vecteurs a, b et c ne le sont pas. 

Dans le premier cas, les vecteurs a, b et c définissent un plan qui 
sera désigné par x. Soient e un vecteur unitaire du plan x, orthogo- 
pal au vecteur c; g, un vecteur unitaire orthogonal au plan x et 
tel que le triple ecg soit direct. 

En vertu du théorème 2.15, 


[ac] = Pre a-|c | &, [bo] = Pre b.|c | &, 
[(a + b)el = pr.(a + b)-le|£g. 


La propriété 3° résulte directement des trois dernières formules 
et de la linéarité des projections pr, a + pr, b — pr, (a + b) 
(n° 8, $ 1). 

Supposons maintenant que les vecteurs a, b et c ne sont pas copla- 
naires. Les vecteurs [(a + b) ce], [ac] et [bo] étant orthogonaux au 
vecteur c, ils sont coplanaires et par suite (en vertu du théorème 2.5) 
ils sont linéairement dépendants. Or, cela signifie qu'il existe des 
nombres À, u et v non tous nuls, tels que 


À [(a + b) el = u [ac] + v [bel. (2.43) 


I] reste à prouver que À=uet À=+v*). Prouvons par 
exemple que À — u. Servons-nous à cet effet de la propriété 3° 
(distributivité) du produit scalaire (cf. n° 3, $ 2), multiplions l'égalité 
(2.43) scalairement par le vecteur b et tenons compte du fait que le 
produit mixte [bclb est nul (en vertu du corollaire 3 du théorè- 
me 2.16). On obtient en définitive 


À [(a + b) cl b = u [acel b. 


Les vecteurs a, b et c n'étant pas coplanaires, le produit mixte 
[aol b n'est pas nul et pour prouver l'égalité À =u il nous sujfit de 
prouver l'égalité des produits mixtes [(a + b)cel b et [ac] b. L'égali- 
té des valeurs absolues des produits mixtes indiqués résulte du fait 
que (en vertu du théorème 2.16) ces valeurs absolues sont égales aux 
volumes de deux parallélépipèdes de bases égales **) (ces bases sont 
marquées sur la figure 2.21 par des hachures différemment inclinées) 
et de hauteur commune h abaissée de l'extrémité du vecteur c. 


*) Etant donné que par hypothèse ces nombres ne sont pasitous nuls, après 
avoir prouvé que À = pu — v, on peut diviser (2.43) par À = u = v et obtenir 
la condition 30. 

**) Les bases de ces parallélépipèdes sont les parallélogrammes construits 
respectivement sur les vecteurs a et b et les vecteurs a + b et b. L'égalité de 
ces parallélogrammes résulte du fait qu'ils ont une base commune, confondue 


avec le vecteur b, et une hauteur commune, abaissée de l'extrémité du vecteur 
a + b sur le vecteur b. 


sé 
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L'identité des signes de ces produits mixtes résulte de la condi- 
tion 3° de la définition du triple direct (resp. rétrograde) (cf. n° 1), 
car de cette condition *) il est évident que les triples acb et 
(a + b) cb sont de même sens. On a ainsi montré que À = pu. 

On démontre de façon analogue (en multipliant (2.43) scalairement 
par le vecteur a) que À = v. Ceci 
achève la démonstration de la pro- 
priété 3°. 

il reste à prouver la pro- 
priété 4° qui affirme que fout 
carré vectoriel est nul. Or, cette pro- 
priété résulte directement du théo- 
rème 2.13et du fait que tout vecteur 
a est colinéaire à lui-même. 


Remarque. Les propriétés 

20 et 3° sont énoncées pour le 

| premier facteur du produit 

Fig. 2.21 vectoriel. (La propriété 2° affirme 

| l’associativité de & et du premier 

facteur du produit vectoriel, la propriété 3°, la distributivité du 

premier facteur du produit vectoriel par rapport à l'addition 
des vecteurs.) | 

I] est'tout naturel de se demander si ces propriétés sont valables 

aussi pour le deuxième facteur du produit vectoriel, c'est-à- 

dire si on peut affirmer que 


[a (œb)] = & [ab] et [a (b + c)] — [ab] + [acl. (2.44) 
Il se trouve que les propriétés (2.44) sont une conséquence des 


propriétés 2° et 3° et de la propriété d’anticommutativité 1°. En 
effet, des propriétés 1°, 2° et 3°, il s'ensuit que 


[a (œb}] — — [(œb) a] — —a [bal = «& [ab] 
et de façon analogue 
[a (b + c)] = — [(b + ec) al = —{[ba] + [cal} — [ab]+{aol. 


Les propriétés qui viennent d'être prouvées sont très importantes 
dans la mesure où elles permettent dans la multiplication vectorielle de 
polynômes vectoriels d'effectuer les opérations terme à terme et d'associer 
les facteurs numériques (le signe étant gardé ou inversé selon que l'ordre 
des facteurs vectoriels est respecté ou non). 

Ces propriétés seront largement utilisées au numéro suivant. 


*) Et du fait aussi que le vecteur a + b est coplanaire aux vecteurs a et 
b et compris entre eux. 
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6. Expression du produit vectoriel de deux vecteurs en fonction 
de leurs composantes. 
Théorème 2.17. Si deux vecteurs a et b sont définis par leurs 


composantes 
a = {X;; Yi Zi}; b {Xe Ya Ze}; 
leur produit vectoriel est 
[ab] ={Y Za — YoZy Z, X: fu ZX, X,Y: ou X,Y:}. (2.45) 


Pour mieux retenir les formules (2.45), il est plus commode de se 
servir du déterminant et d'écrire 


i à Kk 
[ab]=] X, Y, Zi. (2.45°) 
| Xe Yo Z2 


En développant le déterminant (2.45’) suivant les éléments de la 
première ligne, on obtient une décomposition du vecteur [ab] sui- 
vant la base i, j, k, qui est équivalente à (2.45). 
Démonstration du théorème 2.17. Calculons 
tous les produits vectoriels des vecteurs de base i, j, k pris deux 
à deux. Etant donné que les vecteurs de base sont deux à deux ortho- 
gonaux, forment un triple direct et sont unitaires, on obtient 


[ii] = 0, [jil=—k, [ki]=;), 
(ii]=Kk, [jÿ] = 0, [kj]= —i, (2.46) 
Kik]= —3j, [jk]=i, [kk] = 0. 
Comme a = Xi + Ÿ,j + 2,k et b = Xi + Y,j + Z.k, en se 
servant de la possibilité de multiplier vectoriellement terme à terme 
les polynômes vectoriels (cf. numéro précédent), on obtient 


[ab] — X,X, liil + X,Y, lijl + X,2, Lik] + Y,X, [ii] + 
+ ViY3 Gil + Y,2, Gk] + ZX, (kil + Z,Y, (kjl + Z,Z: [kk]. 
Cette égalité et les relations (2.46) nous conduisent à la décomposition 
[ab] = (Pa — YoZr) à + (ZX a — ZX) ÿ + (XVe Xe) k 
qui est équivalente à (2.45). C.q.f.d. 
Corollaire. Si les vecteurs a = {X,, Y,, Z,} et b —{X,, Y,, Z,} 


sont colinéaires, leurs composantes sont proportionnelles, c'est-à-dire 
que 

À1 Yi _ 2 

\a n Ya si: Ze ù 


Signalons qu'aux dénominateurs des dernières égalités, on peut avoir 
des zéros. Pour obvier à cette difficulté, on conviendra une fois pour 


toutes que par proportion + = = 


5 = ;0n comprendra l'égalité ad = bc. 
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Pour prouver ce corollaire, il suffit de remarquer que la nullité 
du produit vectoriel et la formule (2.45) entraînent les relations 


Vie = Voly Ze = ZiÂn XVe = XeYi 


qui, en vertu de la remarque ci-dessus, sont équivalentes aux pro- 
portions prouvées. 


7. Expression du produit mixte de trois vecteurs en fonction de 
leurs composantes. 


Théorème 2.18. Si trois vecteurs a, b et ec sont donnés par leurs 
composantes 
a {Xi Vis Zi}, D ={Xe Vos Zohs © = {X a Ysr Zs}s 


alors le produit mixte abo est égal au déterminant formé avec les compo- 
santes de ces vecteurs, c'est-à-dire que 


X, Y, Z, 
abc=| À: Yo Zi (2.47) 

Xs Ys Zs 
Démonstration. Le produit mixte abc étant égal au 
produit scalaire des vecteurs [ab] et c et les composantes du vecteur 


[ab] étant données par la formule (2.45), l'expression (2.33) du pro- 
duit scalaire de deux vecteurs en fonction de leurs composantes 


s'écrit ici: 
abc — X3(V 322 — Yi) + Va(XaZs — Xi) + ZX Ya — AoVs). 
En termes de déterminants, cette expression devient 


be = X Al y) #1 Z +Z Si (2.48) 
sata. à: Po Ne D 0 4 


Les formules (2.47) et (2.48) sont équivalentes, car le développement 
du déterminant (2.47) suivant la troisième ligne nous conduit à l’ex- 
pression (2.48) *). C.q.f.d. 


Corollaire. Une condition nécessaire et suffisante pour que trois 
vecteurs a —{X,, Y,, Z,}, b ={Xe, Ya, Ze} et ce = {Xs, Y'a Zs} 
soient coplanaires est que le déterminant ayant pour lignes les compo- 
santes de ces vecteurs soit nul, c'est-à-dire que 


A1, Y, Z, 
À; Yo La = (, 
Xs Vs 23 
En effet, il suffit d'appliquer le corollaire 2 du théorème 2.16 
et la formule (2.47). 
*) Cf. formule (C1.16). 
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8. Produit vectoriel double. Soient donnés trois vecteurs a, 
b et o. Si le vecteur b est multiplié vectoriellement par le vecteur c, 
et le vecteur a, vectoriellement par Le produit vectoriel [bo], alors le 
vecteur [a [bell s'appelle produit vectoriel double. 


Théorème 2.19. Pour tous vecteurs a, bet c, on a la formule *) 
[a [be]] — b (ac) — c (ab). (2.49) 


Démonstration. Considérons deux cas séparé- 
ment : 4) le cas où les vecteurs b et c sont colinéaires, 2) le cas où ils 
ne le sont pas. 

Dans le premier cas, désignons par c, le vecteur unitaire de c et 
posons ce — |el-co, b= +|bl-c,, où l’on prend le signe + 
lorsque les vecteurs b et © sont de même sens, et le signe — lors- 
qu’ils sont de sens contraires. En appliquant ces formules à o et b, 
on obtient b (ac) — c (ab) — 0 **), c'est-à-dire que le second membre 
de (2.49) est nul. Or, le premier membre de (2.49) est lui aussi nul, 
puisque le produit vectoriel {be] de deux vecteurs colinéaires est nul. 
Ce que nous voulions. 

Passons maintenant à la démonstration du théorème pour le cas 
où les vecteurs b et c ne sont pas colinéaires. Le vecteur [a [bel] étant 
orthogonal au vecteur [be] et ce dernier orthogonal au plan engendré 
par les vecteurs b et ce, les vecteurs [a [be]], b et c sont coplanaires 
et par suite (en vertu du corollaire 4 du théorème 2.5) le vecteur 
{a [bel] peut être décomposé suivant les vecteurs non colinéaires b 
et c, c'est-à-dire qu'il existe des nombres réels & et f tels que 


[a [bell = œb + Be. (2.50) 


11 reste à montrer que &« = ac et B — —ab. Prouvons par exemple 
que « = ac. Utilisons le théorème 2.15. Désignons à cet effet par x 
le plan engendré par les vecteurs b et c, par e, un vecteur unitaire 
situé dans x et orthogonal à c, par g, un vecteur unitaire orthogonal 
au plan x et tel que le triple ecg soit direct. D’après le théorè- 
me 2.15 


[bol = pr, b-|c |:g. (2.51) 


Si ©, est le vecteur unitaire de e, le triple direct ec, g forme une base 
trirectangle. Décomposons le vecteur a par rapport à cette base en 
tenant compte du fait que ses composantes sont égales aux mesures 


*) La règle suivante nous permet de retenir facilement cette formule : 
Le produit vectoriel double est égal au produit du vecteur mitan par le produit scalaire 
des deux autres moins le produit d'un de ces derniers par le produit scalaire des deux 
autres. Cette règle vaut pour le cas où le produit vectoriel est étendu aux deux 
premiers vecteurs: elle nous donne encore la formule suivante [[ab] c] = 
= b (ac) — a (bc) qui est une conséquence de (2.49). 

**) En effet, un calcul élémentaire nous montre que b (ac), de même que 
€ (ab), est égal à + | bl-| ec |-(acoc)-co. 
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algébriques de ses projections sur les vecteurs de base: 


a — e-pr, a + Co“Pre à + S'Pry a. (2.52) 
En multipliant vectoriellement (2.52) par (2.51) et en tenant compte 
de ce que [eg] = —o,, [e, gl = e et [gg] — 0 (cp. avec les formules 


(2.46)), on obtient 
La [bell = —c-pre a-pre b-|e | + e-pre a-pre b-| e j. (2.53) 
La comparaison des formules (2.50) et (2.53) nous donne 
ab + Be = —c-prea-pr.b-|e|+e-prea-preb-|cl. (2.54) 
Il reste à multiplier scalairement les deux membres de (2.54) par e 


et prendre en considération le fait que be = pr. b, ce = 0, ee = 1. 
On obtient en définitive 


a-pr. b = pr.a-pr.b-|c|l, ou æ—=|c{|pr. a = ac. 


Pour établir l'égalité B = —ab, il faut permuter les rôles des 
vecteurs c et b dans les raisonnements précédents et tenir compte de 
ce que [a {cb]]l — — [a [be]]. Ceci achève la démonstration du théo- 
rème. 


Remarque. Voici une autre démonstration du théorème 2.19 
basée sur un choix spécial du système de coordonnées et sur le calcul 
direct, en fonction des composantes, de toutes les expressions entrant 
dans la formule (2.49). Amenons l'axe Oz sur le vecteur ce et prenons 
l'axe Oy dans le plan engendré par les vecteurs b et ce. Les vecteurs 
a, bet c seront alors définis par les composantes suivantes: 


a={X,Y,Z}, b=—40,7Y"',Z'}, e —40, 0, Z"}. 


En appliquant la formule (2.45) du produit vectoriel, on aura [be] — 
— {Y'Z", 0, 0} et de là, toujours en vertu de la même formule 


[a [be]] = {0, ZY'Z”, —YY'Z"}. (2.55) 
Par ailleurs, il est évident que (ac) = ZZ”, (ab) = YY” + ZZ', et 
par suite 

b (ac) = {0, Y'ZZ”, Z'ZZ"}, (2.56) 

© (ab) = {0, 0, YY'Z" + ZZ'Z7}. (2.57) 


La comparaison des relations (2.55), (2.56) et (2.57) nous donne la 
formule (2.49). 


CHAPITRE 3 


TRANSFORMATION DES COORDONNÉES 
CARTÉSIENNES RECTANGULAIRES DANS LE PLAN 
ET DANS L'ESPACE 


Dans ce chapitre, on établit les formules de transformation des- 
coordonnées d'un point arbitraire du plan (resp. de l’espace) lorsqu'on. 
passe d’un système de coordonnées rectangulaires à un autre. 

On démontre que les anciennes coordonnées d’un point quelcon- 
que sont des fonctions linéaires des nouvelles coordonnées de ce même 
point. 

On prouvera incidemment que si deux systèmes de coordonnées. 
rectangulaires d’un plan x (resp. de l’espace) sont formés par des 
couples (resp. des triples) de même orientation, l'un de ces systèmes 
peut être amené en coïncidence avec l'autre par le produit d'une 
translation et d’une rotation d’un angle œ dans le plan x (resp. 
autour d’un axe). 


$ 1. Transformation des coordonnées rectangulaires 
dans le plan 


Soient donnés dans un plan x deux systèmes de coordonnées 
rectangulaires arbitraires : le premier, d'origine O et de vecteurs 
de base i et j, le second, d'origine O’ et de vecteurs de base i” 
et j” (fig. 3.1). 

Posons le problème d'exprimer les coordonnées x, y d'un point 
arbitraire M du plan x dans le premier système en fonction des coor- 
données zx’ et y’ de M dans le deuxième système. 

On remarquera que les coordonnées x et y sont confondues avec 


les composantes du vecteur OM par rapport à la base i, j, et les 


—» 
coordonnées x’ et y’ avec celles du vecteur O’A] par rapport à la 
base i”, j’, c'est-à-dire que 


—} 
OM = xi + yi, (3.1)- 
—> 
O'M = z'i + y'j’. (3.2) 
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Si l’on désigne par a et b les coordonnées de l'origine O0’ du deuxième 
système par rapport au premier, on a 

—+ 

O0" = ai + bi. (3.3) 


Etant donné que tout vecteur du plan x peut être décomposé 
suivant la base i, j, il existe des nombres 


y Ogr Lier Cor Et se tels que 
= Gui + Go, (3.4) 
ÿ — Gui + oi. 


La règle d’addition de vecteurs (cf. fig. 3.1) 
nous donne 


— — ——> 
OM = 00" + O'M. (3.5) 
Fig. 3.1 En portant dans le second membre de (3.2) 


les expressions (3.4) de i” et j’ et ensuite dans 


—> —? —> 
(3.5) les expressions (3.1), (3.2) et (3.3) de OM, O'M et O0", on ob- 
tient *) en regroupant les termes en i et j: 


Ti +yi= (a + @yz + Guy) L + (b+aier +@2y') j. (3.6) 


La décomposition d'un vecteur suivant une base étant unique, 
l'égalité (3.6) nous donne les formules de transformation des coordonnées: 


ZT = A + Gil + Œoiÿ', 
y = b + Get + Gaoÿ'. (3.7) 


Nous sommes conduits à la remarquable conclusion sui- 
vante : étant donnés deux systèmes de coordonnées rectangulaires dans un 
plan x, les coordonnées de tout point du plan x dans l’un de ces systè- 
mes sont des fonctions linéaires des coordonnées de ce point dans l’autre. 

Ce fait remarquable établi, passons à l'interprétation géométri- 
que des formules obtenues. En multipliant scalairement chacune des 
égalités (3.4) d’abord par i et ensuite par j et puisque ii = 1, jj = 1 
et ij — 0, on obtient 


RS SR 
Œyy = COS (I, À), y» —=Ccos(i, j), (3.8) 


Œoy = COS (J, i), > —Ccos(j, j). 


‘On distinguera les deux cas suivants: 1) le sens des vecteurs 
-de base est tel que les plus courtes rotations qui amènent i sur j 
et i” sur j’ se font dans le même sens (soit dans le sens direct, soit dans 


*) La po de grouper les termes en i et j résulte des propriétés des 


“opérations linéaires sur les vecteurs (cf. n° 2, $ 1. chap. 2). 


8 1] TRANSFORMATION DES COORDONNÉES DANS LE PLAN 75 


le sens rétrograde); 2) le sens des vecteurs de base est tel que les 
rotations qui amènent i sur j et à’ sur j’ se font dans des sens con- 
traires. 

Dans les deux cas on désignera par œ l’angle des vecteurs de base 
i et i’, mesuré dans le sens qui correspond à la plus courte rotation 
de i vers j. Alors &,, = cos ®. 

Dans le premier cas, l'angle des 
vecteurs de base j et j” est aussi égal à 
et par conséquent le premier système de coor- 
données peut être amené en coïncidence avec le 
second par le produit d'une translation de vec- 


A 
teur O0" et d'une rotation d'angle @ autour 
de l'origine dans le plan n (ce cas est repré- 
senté sur la figure 3.1). 

Dans le deuxième cas, l'angle des 
vecteurs j et j” est égal à x — @ et Le pre- Fig. 3.2 
mier système ne peut être amené en coïncidence 
avec le second par le produit d'une translation et d'une rotation dans le 
plan x (il faut inverser le sens de l’axe des ordonnées ou, ce qui re- 
vient au même, prendre l’anti-image du plan x. Le deuxième cas est 
représenté sur la figure 3.2). 

Calculons les coefficients @i1, Ge, Oo et Ge dans les deux cas 
à l’aide des formules (3.8) *). 

Dans le premier cas, on obtient: 


is — COS,  Œos — COS P, 
yo = COS (5—v)=siny, op, — COS (+++) = — sin y. 
Dans le second: 
Mi, = COSP, A2 == COS (T —p)—= —COS P, 
I : 1 7e 
Ayo — COS (5-9) = sin, Œ,—=cos (5-9) = Sin . 


Dans le premier cas, les formules de transformation des 
coordonnées (3.7) deviennent: 


z—a--zx" COS p— y" Sin p, 
os (3.9) 
y=b+zx Sin q + y" cos y. 
Dans le second: 
z—=a+z" cos ç—+ y" sin, 
É 1 eS . . k (3.10) 
y—=b+zx" sin q—y"cos vw. 


*) Les angles sont orientés dans le sens qui correspond à la plus courte 
rotation de i vers j.j 
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Si l'on convient de ne considérer que les systèmes de coordonnées dont 
la plus courte rotation du premier vecteur de base au second se fait dans 
le sens direct (ces systèmes seront dits directs), le second cas 
sera éliminé et toute transformation des coordonnées sera définie par 
les formules (3.9). 

Nous sommes ainsi arrivés à la conclusion suivante : étant donné 
deux systèmes de coordonnées Oxy et O'x'y", le premier de ces systèmes 
peut être amené en cofncidence avec le RS par le produit d'une trans- 


lation de vecteur 00’ et d’une rotation d'angle autour de l'origine 0". 
La résolution des équations (3.9) par rapport à x'ety' nous. donne 
les formules inverses qui expriment les coordonnées zx’ et y’ du 
point M dans le second système en fonction de ses coordonnées x 
et y dans le premier système : 
z'=(z—a)cosp+(y—b)sinç, 
y = —(z—a) sin p + (y —b) cos y. 
La transformation des coordonnées (3.9) est le produit de deux 
transformations: une translation et une rotation d'angle q autour de 
l'origine. 
En effet, si l’on admet que dans les formules (3.9) l'angle 
est nul, on obtient les formules de transformation des coordonnées par 


(3.11) 


une translation de vecteur 00 = {a,b}: 
ZT=a-+Zz, 

y—=b+y". 

Si, toujours dans les formules (3.9), on admet que les composan- 


(3.12) 


—> 
tes a et b du vecteur O0” sont nulles, on obtient les formules de 
transformation des coordonnées par une rotation du système d’un 
angle œ (dans le sens direct) autour de l’origine: 

Z = ZX’ COS P — y’ sin Y, 

(3.13) 
y=ZT Sin }-y cos. 


$ 2. Transformation des coordonnées rectangulaires 
dans l’espace 


1. Formules générales de transformation. Soient donnés dans 
l’espace deux systèmes de coordonnées rectangulaires : le pre- 
mier, d'origine O et de vecteurs de base i, à, k, le second, 
d'origine O0” et de vecteurs de base i’, ji’, k’. 

On se propose d'exprimer les coordonnées x, y et z d'un point 
arbitraire M dans le premier système en fonction des coordonnées 
zx’, y” et z°” de ce point dans le second système. 
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On remarquera que les coordonnées x, y et z sont confondues avec 
—> 
les composantes du vecteur OW par rapport à la base i, j, k et les 


coordonnées x’, y’ et z’ avec celles du vecteur O’1/ par rapport à la 
base i”. j’, k”, c'est-à-dire que 


—}> 
OM = zi + yj — zk, (3.14) 
—> 

O'M = 2'i + y'ÿ + z'k’. (3.15) 


Si l'on désigne par a, bet c les coordonnées de l'origine O” du second 
système dans le premier, on obtient 


— 
O0" = ai + bj + ck. (3.16) 
Etant donné que tout vecteur peut être décomposé suivant la base 
i, j, k. on peut exhiber neuf nombres œym (! — 1, 2. 3; m — 
=: 1, 2, 3) tels que 
= ist Qyol + Gsk. 
J'= ui Œoj + dk, (3.17) 
k'= asia) + ask. 
La règle d’addition des vecteurs nous donne 


— — —> 
OM = 00" + O'M. (3.18) 


/ 


En portant les expressions (3.17) de i”, j’ et k”’ dans le second 
membre de (3.15), ensuite les expressions (3.14), (3.15) et (3.16) 


—»> ——> —> 
de OM, O"M et OO" dans (3.18) et en regroupant les termes en i, j 
et k, on obtient 


zi + yj +zk = (a + uit + Guy + az) i + 
+ (D + @uot" + Œooÿ" + Gso2') + (c + aust + 
+ Geaf" + Gss2') k. (3.19) 
La décomposition d’un vecteur suivant une base étant unique, 


on déduit à partir de la relation (3.19) les formules de transformation 
des coordonnées suivantes: 
T—=a+aT + y" + As’, 
y=b+ az" + y" + as27", (3.20) 
2 = C++ QisT" + ay + Assc”. 
Nous avons ainsi établi la proposition fondamentale sui- 
vante: étant donné deux systèmes de coordonnées rectangulaires, les 
coordonnées x, y et z de tout point de l'espace dans le premier système 
sont des fonctions linéaires des coordonnées x’, y” et z° de ce point dans 
le second. 
En multipliant scalairement chacune des équations (3.17) d'abord 
par i, puis par j et ensuite par k, on obtient les expressions suivantes 
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pour les nombres &ym: 
Fr S - 
Q, = COS (I, i), Go = COS (1, jh, 3” COS é, à 


CR : 
Gp == COS (Ÿ', Ï); Aro — COS (] ps COS (j' , à 


22 Pal 
X3y — COS tk, )), Ugo = COS (k”, j),  Gs3 = COS tk’, À). 


2. Signification géométrique. Angles d’'Euler. Voyons la signi- 
fication géométrique des formules de transformation (3.20). Pour 
calculer les nombres «&,,, et interpréter leur 
signification géométrique, supposons que 
les deux systèmes de coordonnées sont ra- 
menés à la même origine (c'est-à-dire que 
a = b=:c = 0). 

Pour fixer les idées, on admettra que les 
deux systèmes de coordonnées Ozryz et Ox'y'z' 
sont directs. 

Considérons trois angles qui ca- 
ractérisent entièrement la position du se- 
cond système par rapport au premier. 

Fig. 3.3 Désignons par uw l'axe confondu avec 

l'intersection des plans de coordonnées Oxy 

et Oxr'y' et orienté de telle sorte que Oz, Oz’ et u forment un tri- 
ple direct (fig. 3.3). 


PR MR 
Soient maintenant 4 = (Ux, Ou), 6 = (Oz, Oz’) et enfin @ = 
— (Ou, Oz'}, tels que w, 8, EI, xl. 
Z(Z,) 


Fig. 3.4 Fig. 3.5 Fig. 3.6 


Les angles ®, vw et 0 s'appellent angles d'Euler*). 1l est 
évident que les angles d'Euler et l'orientation des axes Oz, Oy et Oz 
définissent de façon unique l'orientation des axes Ox', Oy’ et Oz. 

*) Léonhard Euler (1707-1783), célèbre mathématicien d'origine 


suisse, membre de l'Académie des sciences de Pétersbourg, a passé une grande 
partie de sa vie en Russie. 
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Si les angles d’Euler sont. donnés, on passe du système Ozxyz 
au système Ozx'y’z" par le produit des trois rotations suivantes: 

1) une rotation d'angle 1 autour de l'axe Oz, qui amène Ozxyz 
en Oz;y:1z, (fig. 3.4); 

2) une rotation d'angle 8 autour de l'axe Oz, qui amène Ozx;y;z; 
en OZoyozo (fig. 3.5): 

3) une rotation d'angle @ autour de Oz, =: Oz’ qui amène Or,y.z, 
en Ozx'y'z’ (fig. 3.6). 

Chacune de ces rotations a lieu dans un plan de coordonnées, 
donc elle est justiciable des formules (3.13) (cf. $ 1), c'est-à-dire 
qu'on a: 

1) pour la première rotation 


Zz=Z, COS Ÿ—y, sin}, 
y=zsSint+y,cos\, (3.21) 
Z2=2,, 


2) pour la deuxième rotation 


T, — Los 
y, = y, cos Ô — z, sin 6, (3.22) 
z, = Y Sin 0 +z,cos 86, 


3) pour la troisième rotation 


ZX) = X' COS P — y" Sin P, 
ya = 1" sinp+y" cos y, (3.23) 
Zo = 2". 


En portant (3.23) dans (3.22) et ensuite (3.22) dans (3.21), on obtient 


( x — (zx cos @— y” sin p) cos Y— 
— [(z" sin p- y’ cos) cos 8 — z’ sin 6] sin , 
y = (z’ cos @ — y’ sin y) sin Ÿ + (3.24) 
+ [(z’ sin @ + y’ cos p) cos 8 — z’ sin 0] cos 1, 
£ = (z’ sin + y" cos p) sin 8 + z’ cos 6. 


En comparant les formules (3.24) avec (3.20) (pour a = b — 
= c — 0) on obtient en définitive les expressions des nombres a;y» 
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en fonction des angles d’Euler 


( @,,— cos cos p— sin 4: cos 6 sin y, 
Us = Sin 4 cos p + cos 1; cos 8 sin y, 
&,3 = Sin 0 sin @, 
Œo, = — COS 1 Sin @ — sin wŸ cos 0 cos y, 
Go = — Sin 1 Sin @-}+ cos Ÿ cos Ü cos y, (3.25) 
os — Sin 6 cos w, 
3, = Sin sin 6, 
go = — COS WŸ sin 6, 
U 33 = COS Ü. 


Nous avons établi les formules (3.25) sous l'hypothèse que les 
deux systèmes élaient ramenés à la même origine. Il est évident 
que le rejet de cette hypothèse ne change pas la forme des formu- 
les (3.25) car ni le sens des axes de coordonnées, ni la valeur des 
angles d’Euler ne dépendent de la position de l'origine du premier 
et du deuxième système de coordonnées. 

La transformation générale des coordonnées est le produit d'une 
translation et de trois rotations dans les plans de coordonnées respectifs; 
elle est définie par les formules (3.20), où (sous réserve que les systèmes 
soient tous deux directs) les nombres «1h s'expriment en fonction des 
angles d'Euler par les formules (3.25). 

On peut établir des formules analogues à (3.25) dans le cas où 


les systèmes Ozxyz et O'r'y'z" sont tous deux rétrogrades ou de sens 
contraires. 


Remarque. Etant donné deux systèmes de coordonnées rectangué 
laires directs Ozxyz et O'x'y'z", le premier d'entre eux peut être amen- 
—> 
en coïncidence avec le second par une translation de vecteur O0", suivie 
d'une seule rotation autour d'un axe dans l'espace. 
Pour localiser cet axe, on remarquera primo qu'il passe par 
l’origine commune ©’ (car l'origine est invariante par la rotation) 


Rs 
et secundo que si 0’M" est un vecteur arbitraire porté par l'axe de 
rotation cherché, alors les coordonnées du point A{’ restent inva- 
riantes par cette rotation. 

De là il s'ensuit que pour trouver les coordonnées zx”, y” et z° 
du point W’ dans le système O'x'y'z', il suffit da poser x — x’, 
y = y’ et z — z’ dans le système (3.20) (pris pour a = b = c= 0). 
Ceci nous conduit au système homogène suivant de trois équations 
à trois inconnues : 


(œs — 1)z +ay"-! az" — 0, 
GT" + (Goo — À) y° + 302" — 0, (3.26) 
ŒsT" + GosY" + (@ss — 1) 2° — 0. 
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On peut montrer à l’aide des formules (3.25) que le déterminant de 
ce système est nul. Donc, en accord avec les résultats du n° 8 du 
Complément au chapitre 1, le système (3.26) admet des solutions non 


—— 
triviales qui définissent un ensemble de vecteurs colinéaires O0'M" 
portés par l'axe de rotation. 


= 

L'un de ces vecteurs sera O"M} = {x’, y’, 1} dont les compo- 
santes x’ et y’ se déduisent à partir des deux premières équations 
(3.26) pour 2’ 1. 


CHAPITRE 4 


ÉQUATION D’UNE COURBE DANS LE PLAN. 
ÉQUATIONS D’UNE SURFACE ET D’UNE COURBE 
DANS L'ESPACE 


Dans ce chapitre, on étudie l’un des plus importants problèmes 
de géométrie analytique: la représentation analytique d'une courbe 
dans le plan et d'une surface el d'une courbe dans l'espace par les 
équations reliant leurs coordonnées. On se penche sur les problèmes 
élémentaires portant sur cette représentation analytique et on exhibe 
une classification des courbes planes et des surfaces. On démontre 
enfin que le degré d'une courbe algébrique (resp. d’une surface) 
ne dépend pas du choix du système de coordonnées rectangulaires. 


$ 1. Equation d’une courbe dans le plan 


1. Notion d'équation d'une courbe. Soient donnés dans un plan 
ñ : 1) un système de coordonnées rectangulaires Oxy; 2) une courbe L. 
Considérons une équation reliant des variables x et y *) 


D (x, y) = 0. (4.1) 


Définition.Onditque l'équation (4.1) est l'équation de la courbe L 
(dans un système de coordonnées donné) si elle est vérifiée par les coor- 
données x et y de tous les points de cette courbe et par les coordonnées 
de ces seuls points. 


Aux termes de cette définition, la courbe ZL est (dans un système 
de coordonnées donné) le lieu géométrique des points dont les coordon- 
nées vérifient l'équation (4.1). 

Si (dans un système de coordonnées donné) une équation de la 
forme (4.1) est l'équation d’une courbe L, on dira que cette équation 
définit la courbe JZ. 


Remarque. Il est aisé d'indiquer une équation de la for- 
me (4.1) qui, soit définit une figure géométrique qui heurte notre 
conception habituelle de « courbe », soit ne définit aucune figure 


*) L'égalité ® (z, y) = 0, où ©® (x, y) est une fonction donnée de deux 
variables r et y, s'appelle équation sielle est valable pour certains x et y, 
identité, si elle l’est quels que soient zx et y. 
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géométrique. Ainsi, l'équation 1° + y* — O définit dans le plan 
Oxzy un seul point, le point (0, 0), l'équation z° + y° + 1 = One 
définit aucune figure géométrique. Pour qu'une équation (4.1) défi- 
nisse une figure géométrique qui ne rompît pas avec notre vision 
habituelle de courbe, il faut en général soumettre la fonction © (x, y} 
à des contraintes (par exemple, exiger que l'équation (4.1) admette 
une solution unique par rapport à l’une des variables). Ces contrain- 
tes sont dégagées dans le cours d'analyse mathématique. 


Exemple. Montrons que l'équation 

œG@—a* +(y—t* =r (4.2) 
est l'équation d'un cercle de rayon r > 0 et de centre 
M (a, b). En effet, un point M (zx, y) est situé sur le cercle indiqué 
si et seulement si sa distance à M, (a, b) est égale à r, c'est-à-dire 
si et seulement si le carré de la distance de ces points est égal à 7°, 
soit (x — a)° + (y — b}* = r*. Donc, les coordonnées de tout point 
M (x, y) situé sur ce cercle, et elles seules, vérifient l'équation (4.2). 

L'équation d'un cercle de rayon r > 0 centré en l'origine des 
coordonnées est de forme plus simple: 

ZEN er, (4.3) 

2. Représentation paramétrique d’une courbe. Pour représenter 
analytiquement une courbe Z, on aura souvent intérêt à exprimer 
les coordonnées x et y de ses points, en fonction d'une troisième 
variable auxiliaire (dite paramètre)t: 

z = ft), y = Ÿ(t), (4.4) 
où les fonctions œ (t) et  (t) sont supposées continues par rapport 
au paramètre { (dans un domaine {{} de variation de ce paramètre). 
L'élimination du paramètre { entre les deux équations (4.4) nous 
conduit à une équation de la forme (4.1) *). 

On est amené tout naturellement à considérer la représentation 
paramétrique d'une courbe dans le plan si l'on traite cette courbe 
comme le chemin parcouru par un point matériel en mouvement. 
continu suivant une certaine loi. En effet, si la variable t figure le 
temps compté à partir d'un instant initial, alors donner la loi du 
mouvement revient à donner les coordonnées x et y du point mobile 
comme des fonctions de t : zx = ét) et y — 1 (t). 


Exemples. 1) Etablissons les équations paramétriques d’un 
cercle de rayon r > 0 centré en l'origine des coordonnées. Soient 
LUN 
— 
M (x, y) un point quelconque de ce cercle; f, l'angle (Or, OM} 
(fig. 4.1). Il est évident que 
zx = rCoSt, y = rsint. (4.5) 


*) L'élimination de t est possible si l’une au moins des fonctions z — @ (t} 
et y — Ÿ(t) admet une réciproque. 


6* 
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Les équations (4.5) sont les équations paramétriques du cercle 
envisagé. Le paramètre { peut prendre des valeurs quelconques, 
mais pour que le point AJ (x, y) parcoure une seule fois le cercle, 
il faut limiter le domaine de variation du paramètre à l'intervalle 
semi-ouvert 0 < { << 21. Signalons que pour éliminer le paramètre 


Fig. 4.1 Fig. 4.2 


t entre les équations (4.5) il suffit de les élever au carré et de les 
additionner: nous obtenons ainsi les équations (4.3) du numéro 
précédent. 

2) Etablissons maintenant les équations paramétriques de la 
cycloïde quiest la trajectoire d'un point M d'un cercle roulant 
sans glisser sur une droite fixe. Prenons pour axe Ox du système 
de coordonnées rectangulaires la droite sur laquelle roule le cercle, 
pour origine des coordonnées, l’une des positions occupées par le 
point M sur la droite et orientons l'axe Oy de telle sorte qu’il soit 
situé du même côté de Ox que le cercle roulant (fig. 4.2). 

Fixons une position arbitraire du cercle roulant et désignons 
dans cette position le centre par C et le point de contact avec l'axe 
Ox par À. Prenons pour paramètre £ l'angle dont tourne le cercle 
roulant lorsque le point de contact avec l’axe Oz se déplace de O en 
A. Le roulement s'effectuant sans glissement, on a OA — Rt, où R 
est le rayon du cercle. 

Les coordonnées rectangulaires x et y du point M étant égales 


—> 
aux mesures algébriques des projections du vecteur OM sur les 
axes de coordonnées (cf. n° 9, $ 1, chap. 2), et les mesures algébriques 
des projections d’un vecteur sur un axe jouissant de la propriété de 
linéarité (cf. n°5 8 et 9, $ 1, chap. 2), on obtient 


Se —+ —> —> 
z= pr. OM = pr, OA + pr, AC + pr. CM, 


(4.6) 


— 


——> —3 — 
y = pr, OM = pr, OA +pr, AC +pr, CM. 
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DT 
—> 
Etant donné que l'angle (CA, CM) = t + 2kn (fig. 4.2), on aura 


EE —? —> 
prOA=Rt, pr, AC =0, pr,.CM— —Rsint, 


— 


pr, 0A=0, pr, AC=R, pr,CM= —Roeost. 


En portant ces valeurs dans les formules (4.6), on obtient en 
définitive les équations paramétriques de la cycloïde : 


z= R(t—sint), y = R(1— cost). (4.7) 


Le paramètre { peut prendre des valeurs arbitraires dans les équa- 
tions (4.7). 


Remarque. Souvent, la courbe Z est définie non pas par 
une équation (4.1), mais par une équation résolue (par exemple par 


rapport à ÿ) 
y = f (x). (4.8) 


Notons que la définition d'une courbe par une équation résolue (4.8) 
est un cas particulier de la détermination paramétrique de cette 
courbe (pour x = t, y — f(t)). 


3. Equation d’une courbe dans des systèmes de coordonnées dif- 
férents. La forme de l'équation de la courbe ZL dépend non seule- 
ment de cette courbe, mais aussi du système de coordonnées. L'équa- 
tion d'une courbe change aussi bien quand on passe d'un système 
de coordonnées cartésiennes à un autre que de coordonnées cartésien- 
nes à d’autres coordonnées. 

Si (4.1) est l'équation d'une courbe Z par rapport à un système 
de coordonnées rectangulaires Oxy, alors pour obtenir l'équation de 
cette courbe par rapport à tout autre système de coordonnées, il 
suffit dans (4.1) de substituer à x et y leurs expressions dans les 
nouvelles coordonnées. 

Ainsi, par exemple, une courbe Z définie dans un système rectan- 
gulaire Ory par une équation (4.1) sera définie dans un système 
polaire *) par l'équation 


D, (p, ç) = 0, 


où D, (p, ç) — D (p cos y, psin y) (cf. formules de passage des 
coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires ; chap. 1, $ 4). 

L'usage de systèmes de coordonnées non cartésiennes pour la 
détermination de certaines courbes s'explique par le fait que les 
équations de ces courbes y prennent une forme plus élémentaire. 


LA 


*) On admet bien sûr que le pôle est confondu avec l'origine des coordon- 
nées rectangulaires et l'axe polaire, avec l'axe Or. 


86 ÉQUATIONS D'UNE SURFACE ET D'UNE COURBE (CH. 4 


Exemple. Supposons qu'un axe w tourne (dans le sens direct) 
autour d’un point fixe O et que le long de cet axe se déplace un 


point A7 de telle sorte que le module du vecteur OAf soit proportion- 
nel à l’angle q de rotation de l’axe u, mesuré 
à partir d’un axe fixe Ox (fig. 4.3). 

La courbe décrite par le point A] s'appelle 
spirale d'Archimède. 

Si l'on introduit un système de coordon- 
nées polaires de pôle O et d'axe polaire, l'axe 
Ox, alors par définition de la spirale d’Archi- 
mède, son équation s'écrit 


p = a, (4.9) 


Fig. 43 où p est le rayon polaire, P l'angle polaire, 
a, un coefficient de proportionnalité qui sera 
supposé non nul. 

Sur la figure 4.3, la courbe pleine représente la partie de la 
spirale d'Archimède qui correspond au cas a > 0, la courbe en 
pointillé, la partie de la spirale d’Archimède qui correspond au 
cas a << 0 *). 


En coordonnées polaires, l'équation (4:9) de la spirale d'Archimède est 
d'une forme étonnamment simple. Pour que le lecteur s'assure combien cest 
difficile l'équation de la spirale d'Archimède dans un système rectangulaire, 
on donne cette équation pour le cas a > 0. Vu que 


| Arctg _ + 27n pour x>0, 


p = V'z y, p=— Arctg Ln+2nn pour xz<N, 
| ELA 
[= sen y +2nn pour z—t), 


où n == 0, +1, +2, ..., on trouve que pour a > 0 la spirale d’Archiméede est 
définie par le systéme infini d'équations 


Vraie (Arctg Ÿ+2nn) pour x>0, 
Va yi=a (Arctig #+atinn) pour zx < 0, 


[u|=e (+ sgn y + 2an ) pour z—(l). 


4. Deux types de problèmes liés à la représentation analytique 
d’une courbe. La représentation analytique d’une courbe donne lieu 


*) Il est évident que Lorsque croît indéfiniment (dans le sens positif pour 
a > 0, et négatif, pour a << 0) la spirale pleine et la spirale en pointillé pré- 
senteront une infinité de spires qui ne sont pas représentées sur la figure 4.3. 
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à des problèmes de deux types. Ceux du premier consistent 
à étudier les propriétés de la courbe à l'aide de son équation donnée 
à priori. Cette étude est conduite avec les méthodes de l'analyse 
mathématique et déborde le cadre de la géométrie analytique. En 
effet, l'équation d'une courbe établit une dépendance fonc- 
tionnelle entre les coordonnées des points de cette courbe, 
et le problème du premier type n'est en fait qu'une étude géométrique 
du graphe d'une fonction. 

Les problèmes du second type consistent à établir l'équation d'une 
courbe donnée à priori géométriquement (par exemple, d’une courbe 
définie comme le lieu géométrique de points 
vérifiant certaines conditions). 

Des exemples de problèmes du second type nous sont fournis 
par les problèmes (déduction de l'équation du cercle, de la cycloide 
et de la spirale d’Archimède) étudiés aux numéros 1 à 3. 


5. Classification des courbes planes. Les courbes se classent de la 
manière suivante en fonction de leur représentation analytique 
dans un système de coordonnées rectangulaires. 


Définition 1.0n dit qu'une courbeest algébrique si dans un système 
de coordonnées rectangulaires elle est définie par l'équation 


D (zx, y)= 0, (4.1) 
où La fonction D (x, y) est un polynôme algébrique. 
Définition 2. Toute courbe non algébrique est dite transcendante. 


Définition 3. On dit qu'une courbe algébrique est de degré n si 
dans un système de coordonnées rectangulaires cette courbe est définie 
par une équation (4.1) dans laquelle la fonction ® (x, y) est ur poly- 
nôme algébrique de degré n. 


En d'autres termes, une courbe de degré n est une courbe définie 
dans un système rectangulaire par une équation algébrique de degré n 
à deux inconnues. 

Pour établir la validité des définitions 1, 2 et 3, il est nécessaire 
de prouver la proposilion suivante: 


Théorème 4.1. Si dans un système de coordonnées rectangulaires 
une courbe est définie par une équation algébrique de degré n, alors 
dans tout autre système de coordonnées rectangulaires elle sera aussi 
définie par une équation algébrique de degré n. 


Démonstration. Supposons qu'une courbe Z est définie 
dans un système de coordonnées rectangulaires par l'équation 


O (x, y) = 0 (4.1) 
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dont le premier membre est un polynôme algébrique de degré n, 
c'est-à-dire la somme de termes de la forme 
ant” y, 

où k et / sont des entiers positifs tels que max {k + !} — n, a] 
sont des constantes non toutes nulles pour k + l - n. 

Considérons dans le même plan un système de coordonnées 
rectangulaires O’zx'y'. Alors, comme déjà prouvé au $ 1, chap. 3, 
les coordonnées d’un point dans l’ancien et le nouveau système 
sont reliées par les formules (3.7). Pour établir l'équation de la 
courbe dans le système O'x'y", il suffit de porter dans le premier 
membre de (4.1) les expressions (3.7) de x et y. On obtient ainsi 


an: (a + œuz” + œuy') (b + uit" + aoÿ'). 


De là il est évident que dans le nouveau système O'x'y" l'équation 
de la courbe Z sera une équation algébrique de degré <n. 

Si dans les raisonnements effectués, on intervertit le rôle des 
systèmes Ozy et O'x'y", on s'assure que l'équation algébrique (dans 
le système O'x'y') est de degré >n (sinon le passage de O'x'y" à Oxy 
aurait élevé le degré de l'équation). Donc, la courbe L est définie 
dans le nouveau système O'x'y" par une équation algébrique de 
degré nr. Ceci prouve le théorème 4.1. 


Comme exemple de courbe algébrique du second degré, 
citons le cercle (dont l’équation (4.3) est une équation algébrique 
du second degré dans un certain système rectangulaire). Un exemple 
de courbe transcendante nous est donné par la spirale 
d’'Archimède dont l'équation n’est pas algébrique dans un système 
rectangulaire (cf. n° 3). 


Remarque. On dira qu'une courbe algébrique L est décomposable si le 
polynôme algébrique © (r, y) de degré n > 2 figurant dans le premier membre de 
l'équation de cette courbe, se décompose en un produit ®, (x, y)-®, (r, y) de deux 
polynômes algébriques ®, (x, y) et ®, (x, y) de degrésk > 1etn — k > 1 respecti- 
vement. 

De l'égalité O (x, y) = ®, (x, y)-®, (x, y) il est évident que les coordonnées 
z et y d’un point Af vérifient l'équation ® (r, y) = 0 si et seulement si ces 
coordonnées vérifient l’une au moins des équations ®, (x, y) = 0 ou ®, (x, y) = 
= 0. Ceci exprime que la courbe L définie par l’équation ® (r, y) = Ù se dé- 
compose en deux courbes : une courbe ZL, d'équation ®, (x, y) — 0 et une courbe 
L, d'équation ®, (7, y) = 0. 

Ainsi, Ja courbe du quatriéme degré définie par l’équation 


A + gt + Day — 5 — Sp + A = (28 + y — 1) (x + y — 4) = 0 
se décompose en deux cercles d'équations z° + y° — 1 = Oet r° + y* — 4 = 0, 
La courbe du quatrième degré définie par l'équation 
g + gh Day — 275 — 2j +A1= (x + y — 1} = 0 


se décompose en deux cercles confondus d'équation r° + y? — 1 = 0. A propos 
de la dernière courbe il faut encore s'entendre sur son degré: sera-t-il égal à 2 
ou à 4? 


An 
to 
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6. Sur l'intersection de deux courbes. Le problème de trouver 
les points d'intersection de deux courbes arbitraires Z, et L, d'équa- 
Lions respectives , (x, y) — O et D, (r, y) -= 0 est d'une grande 
importance en géométrie analytique. Etant donné que les points 
d’intersection cherchés, s’ils existent, doivent simultanément se 
trouver sur L, et sur L,, leurs coordonnées 
vérifient nécessairement chacune des 
équations ®, (r, y) = 0 et ®, (x, y) - 0. 

Donc, pour trouver les coordonnées 
de tous les points d'intersection il faut 
résoudre le système d'équations 


®, (x, y) = 0, 
®, (x; y) =0. 


Toute solution du système (4.10) dé- 
finit un point d'’intersection des courbes 
L, et L.,. Si le système (4.10) ne possède 
pas de solution, les courbes Z, et L, ne se coupent pas. 

Ainsi, pour trouver les points d'intersection des deux cercles 
d'équations 2° + y* — Â et (x — 1} + ° — 2, on résout le système 
d'équations 


(4.10) 


Fig. 4.4 


2 -; y? — 


= 0, 
; (4.11) 


1 
(a— 1} +y—2— 


En retranchant la deuxième équation de la première, on obtient 
2x — 0, d'où x — 0. En portant cette valeur dans la première 
équation, on trouve y =,+1. On obtient deux points d'intersection : 
M; (0, 1) et M, (0, —1) (fig. 4.4). 


On démontre que si L, et L, sont deux courbes algébriques non décom posables- 
de degré m et r respectivement et si aucune d'elles n'est entièrement contenue 
dans Tue alors ces courbes possèdent au plus m-# points d'intersection. 
(voir n'importe quel cours d’algebre supérieure). 


$ 2. Equation d’une surface et équations 
d’une courbe dans l’espace 


1. Notion d’équation d’une surface. Soient donnés: 1) un système 
rectangulaire cartésien Oryz dans l'espace, 2) une surface S. Consi- 
dérons une équation liant trois variables x, y et 2: 


D (x, y, z) = (. (4.12) 


Définition. On dit que l'équation (4.12) est l'équation d'une sur- 
jace S (dans un système de coordonnées donné) si elle est vérifiée par 
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les coordonnées x, y et z de tous les points de cette surface S et par les 
coordonnées de ces seuls points. 


Aux termes de cette définition, la surface S est (dans un système 
de coordonnées donné) le lieu géométrique des points dont les coordon- 
nées vérifient l'équation (4.12). 

Si (dans un système de coordonnées donné) l'équation (4.12) 
envisagée est l'équation d’une surface S, on dira que cette équation 
définit la surface S. 

Certes, les équations à trois variables de la forme (4.12) ne défi- 
nissent pas toutes une figure géométrique qui réponde à notre vision 
habituelle de surface (ou même une figure géométrique réelle: se 
référer à l'équation 2° + y° + z° + 1 - 0). Pour qu’une équation 
de la forme (4.12) définisse une figure géométrique qui corresponde 
à notre conception habituelle d'une surface, il faut en général imposer 
à la fonction ® (x, y, z) certaines contraintes (par exemple, exiger 
que l'équation (4.12) admette une solution unique par rapport à l’une 
des variables). Ces contraintes sont mises en lumière dans le cours 
d'analyse mathématique. 

On définit de façon analogue l'équation de la surface S dans 
tout autre système de coordonnées (pas nécessairement rectangulai- 
res). Si (4.12) est l'équation d'une surface S dans un système rectan- 
gulaire Oxyz, alors pour obtenir l'équation de cette surface dans un 
autre système de coordonnées, il suffit de porter dans (4.12) les 
expressions de zx, y et z en fonction des nouvelles coordonnées. 

L'usage de systèmes non cartésiens pour la définition de certaines 
surfaces est dicté par le fait que l'équation de la surface y prend 
une forme particulièrement simple. 

Il est aisé de s'assurer que dans un système rectangulaire Oxyz, 
l'équation d'une sphère de rayon R > 0 et de centre Af, (a, b, c) 
est de la forme *) 


(x — a) + (y — db} + (z — c)° = R*. (4.13) 


En effet, un point M (x, y, z) est situé sur cette sphère si et 
seulement si le carré de la distance des points M (x, y, z) et 
AM, (a, b, c) est égal à R°, soit 


(x — a} + (y — bŸ + (2 —c) = R. 


Si le centre M, de la sphère est confondu avec l'origine des coordon- 
nées (c'est-à-dire a = 0, b = 0, c = 0), l'équation (4.13) prend 
la forme plus simple; 


x + y+z = R*. (4.14) 


*) Cette sphère se définit comme le lieu géométrique des points M (x, y, 2) 
dont Ja distance à un point M, (a, b, c) est égale à À. 
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Si l'on introduit les coordonnées sphériques r, 6, œ reliées aux 
coordonnées cartésiennes comme l'indique le n° 3, $ 4, chap. 1, 
alors l'équation d'une sphère de rayon R centrée en l'origine des 
coordonnées s'écrit: r -- R 

Cette équation qui résulte directement de la définition géométri- 
que de la sphère peut encore être obtenue par la substitution dans 
(4.14) à x, y et z de leurs expressions en fonction de coordonnées 
sphériques. 


2. Equation d’une courbe gauche. Une courbe gauche peut natu- 
rellement être considérée comme l'intersection de deux surfaces, 
c'est-à-dire le lieu géométrique des points appartenant simultanément 
à deux surfaces. 

Si ®,(x, y, z) = 0 et D, (x, y, z) = 0 sont les équations de 
deux surfaces dont l'intersection est une courbe donnée Z, alors: 
1) les coordonnées de tout point de la courbe ZL vérifient ces deux 
équations, 2) ces deux équations ne sont vérifiées par les coordonnées 
d'aucun point non situé sur la courbe Z. 

Donc, les équations 


D,(z, y, z)==0, 
D, (x, y, z)=0 


définissent ensemble la courbe L, c'est-à-dire sont les équations de 
cette courbe. 


11 est évident qu'une courbe Z peut être représentée par deux 
équations d’une infinité de manières. Au lieu des deux surfaces 
données, on peut prendre n'importe quel couple de surfaces se cou- 
pant suivant la courbe L. Analytiquement, cela signifie qu'on peut 
remplacer le système (4.15) par n'importe quel système équivalent. 

Par exemple, les équations des sphères 

z° + y3 + = £: 
22+y2+ (2— 3)? — 10 
définissent un cercle de rayon 1 et de centre O dans le plan Ozxy. 
Ce même cercle peut être défini par les deux équations suivantes 
2° na y° + 23 = 128 
+ y+(2—V R?—1)= R3, 


où pour À on peut prendre n'importe quel nombre réel >>1. 


(4.15) 


3. Cylindre et cône. Soit donné dans l’espace un système de 
coordonnées rectangulaires Ozxyz. 


Définition 1. Une surface S est par définition un cylindre de 
génératrice parallèle à l'axe Oz si elle est douée de la propriété suivante : 
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toute parallèle à l'axe Oz, passant par un point quelconque M, (xs, Yo» 20} 
de S est entièrement siluée sur S. 


Toute droite entièrement située sur S s'appelle génératrice de S. 
On définit de façon analogue les cylindres de génératrices parallè- 
les aux axes Or ou Oy. 


Définition 2. Une surface S est par définition un cône, de sommet 
en l'origine des coordonnées O, si elle jouit de la propriété suivante : 
toute droite passant par © et par un point arbitraire M, (xs, Yo ZoŸ 
de S, distinct de O, est entièrement située sur S 


Essayons d'établir les équations du cylindre et du cône. 

Pour fixer les idées on envisagera un cylindre dont la génératrice 
est parallèle à l'axe Oz. 

Montrons que foule équation de la forme 


F(z, y)=0 (4.16) 


définit un cylindre dont la génératrice est parallèle à l'axe Oz. 

Soit M, (Zos Yos Zo) UN point quelconque de la surface S d'équa- 
tion (4.16). Les coordonnées de ce point doivent alors vérifier l’équa- 
tion (4.16), c’est-à-dire que 


F (ro ÿo) = 0. (4.17) 


J1 suffit de montrer que tout point A7 de la droite passant par 47, 
parallèlement à l’axe Oz est également situé sur la surface S, c'est- 
à-dire que ses coordonnées vérifient l'équation (4.16). En effet, 
tout point À/ de la parallèle à l’axe Oz passant par A7, (to, Yo, 20) 
a mème abscisse et même ordonnée que le point 7, el une cote z 
quelconque. Comme F (x,, yo) = 0, il s'ensuit que F'(x, y) = 0. 

Ceci prouve que S est un cylindre de génératrice parallèle à l’axe 

Signalons que l'équation (4.16) définit dans le plan de coordon- 
nées Oxry une courbe plane appelée génératrice du cylindre considéré. 
Cette courbe est définie dans l’espace par les équations suivantes : 


ds y)=0, 


z2= 0" 


dont la première représente le cylindre et la seconde, le plan de 
coordonnées Oxy. 

Indiquons à titre d'exemple l'équation zx° + y* = r* d’un 
cylindre circulaire de génératrice parallèle à l'axe Oz et dont la 
directrice est un cercle de rayon 1 et de centre © dans le plan Oxy. 

Déterminons maintenant l'équation du cône. 

On rappelle qu'une fonction F (x, y, z) définie pour toutes les 
valeurs de ses arguments est, par définition, homogène (de degré n) 
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si pour tout nombre réel k on a 


F (kz, ky, kz) = °F (x, y, 2). (4.18) 
Montrons que l'équation 
F (x, y, 2) = 0, (4.19) 


où F (x, y, z) est une fonction homogène de degré n quelconque, définit 
un cône. 

Soit M, (To; Yos Zo) Un point quelconque distinct de O, situé 
sur la surface S d’équation (4.19). On a alors 


F (os Yos 20) = 0. (4.20) 


Il suffit de montrer que les coordonnées x, y et z de tout point M 
de la droite passant par A9, (20, Yo, Zo) et par l'origine des coordon- 
nées © satisfont à l'équation (4.19). 


— —> 
Les vecteurs OM et OM, étant colinéaires (puisque portés par 


—> 
la même droite) et le vecteur OM, étant non nul, on peut (en vertu 


—> —> 
du théorème 2.1) exhiber un nombre réel k tel que OM = k-OM,. 
En vertu des propriétés de linéarité des composantes d’un vecteur 
{cf. n° 8, $ 1, chap. 2)on a 


LZ — kto: y — kyo: Zz —= kzo. 


Ces égalités et le fait que F (x, y, z) (en tant que fonction homogène 
de degré n) vérifie la relation (4.18), nous donnent 


F (2, y,2) = F (kzo, kyos Kzo) = KE (Zos Yos 20), 
d'où, en vertu de (4.20), 
F (x, y, z) = 0. 


Ceci achève la démonstration du fait que la surface S définie par 
l'équation (4.19), où F (x, y, z) est une fonction homogène, est un 
cône. 

Signalons que les droites Catièrement situées sur le cône sont 
appelées génératrices de ce cône et que toutes les génératrices (ainsi 
qu'il ressort de la démonstration) passent par l'origine des coordon- 
nées O 

Un exemple élémentaire de cône nous est fourni par le cône 
circulaire d'équation x* + y* — z° = 0. Cette surface est étudiée 
au n° 4, $ 3, chap. 7. La fonction F (x, y, z) — x° + y? — z° qui 
définit son équation est une fonction homogène du second degré. 


4. Equations paramétriques d’une courbe et d’une surface gau- 
ches. Au numéro 2 nous avons traité une courbe gauche comme l’in- 
tersection de deux surfaces. Il existe une autre approche, très natu- 
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relle du point de vue cinématique, de la notion de courbe gauche, 
approche qui considère cette ligne comme le chemin parcouru par 
un point matériel se déplaçant continüment suivant une certaine loi. 

Comme dans le cas d’une courbe plane (cf. n° 2, $ 1), cette ap- 
proche nous conduit à la représentation paramétrique 
d'une courbe gauche, qui consiste à définir les coordonnées x, yet z 
de tout point de cette courbe comme des fonctions continues d'un 
paramètre { (qui figure le temps). Ainsi, dans cette approche, les 
coordonnées zx, y, z de tout point de la courbe Z sont des fonctions 


z=qÜ), y=vp(), z=%x() (4.21) 


définies et continues sur un intervalle de variation de t. 

Certes, ce procédé de définition revient à définir la courbe comme 
l'intersection de deux surfaces. Pour s’en assurer, supposons que 
l’une au moins (par exemple la troisième) des fonctions (4.21) admet 
une réciproque. Dans ce cas, de la troisième égalité (4.21) on déduit 
t — y"! (z) et en le portant dans les deux premières égalités (4.21), 
on obtient les équations de deux surfaces 


= px), y = 4% 1x" (0), 


dont l'intersection est la courbe donnée. 

Citons à titre d'exemple les équations paramétriques d'un cercle 
de rayon r > 0 situé dans le plan Oxy et centré en O. Dans un systè- 
me rectangulaire du plan Ozxry ce cercle est défini par une seule 
équation zx° + y® = r° (cf. n° 1, $ 1) et dans l’espace, par les deux 
équations 


z? +. y?= rè, 
z=0, 


où la première représente un cylindre dont la directrice est le 
cercle envisagé et dont la génératrice est parallèle à l’axe Oz, et la 
deuxième équation, le plan de coordonnées Oxy. 

On sait du n° 2, $ 4 que dans le plan Oxy les équations paramétri- 
ques du cercle z° + y* = r* sont de la forme x = r cost, y = 
= rsint, où 


t ETO, 2n [. 


Il est évident que ce cercle est défini dans l'espace par les trois 
équations suivantes : 


x =rcost, y—=rsint, z—=0, 


où tEÏ0, 2x |. 

Pour qu'une surface soit définie paramétriquement, il faut 
donner les coordonnées de tout point de cette surface comme des 
fonctions non pas de un mais de deux paramètres pet q. 
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Montrons que les trois équations 
z=@p(p,g) y =vŸ(p,q), 2z= X(p,0) (4.22} 


définissent une surface gauche. 

Supposons à cet effet que deux au moins des trois équations de- 
(4.22) peuvent être résolues par rapport aux paramètres p et gq. 
Supposons, par exemple, qu'à partir des deux premières équations 
de (4.22) p et q s'expriment comme des fonctions de x et y: p = 
= O,(x, y), g = O, (x, y). 

En portant ces valeurs de p et q dans la troisième équation (4.22), 
on obtient l'équation à trois inconnues 


Z2— 7% [®, (x, y); D, (x, y)] = 0 


qui, on le sait, définit une surface *). 
Comme exemple, citons les équations paramétriques d'une 
sphère! de rayon r > 0 et de centre O: 


z =rcos6 sin, y = r.sin 6 sin w, = r COS P, 


où les paramètres 8 et q sont les coordonnées sphériques (la longitude 
et la latitude) des points de la sphère (cf. $ 4, chap. 1). Pour que Ja 
sphère soit contournée une seule fois, il faut que les paramètres 6 
et @ varient dans les intervalles [0, 2n [ et [0, x] respectivement. 


5. Classification des surfaces. Par analogie avec les courbes 
planes on peut établir la classification suivante pour les surfaces. 


Définition 1. On dit qu'une surface est algébrique si dans un système 


rectangulaire elle est définie par une équation algébrique à trois varia- 
bles. 


Définition 2. Toute surface non algébrique est dite transcendante. 


Définition 3. On dit qu'une surface algébrique est de degré n si 
dans un système de coordonnées rectangulaires elle est définie par une 
équation algébrique de degré n à trois variables. 


Pour établir la validité de ces définitions il faut démontrer la 
proposition suivante. 


Théorème 4.2. Siune surface est définie par une équation algébrique 
de degré nr dans un système rectangulaire, elle le sera également dans 
tout autre système rectangulaire. 


La démonstration du théorème 4.2 est identique à celle du théorè- 
me 4.1 et repose sur la proposition établie au $ 2,chap. 3: 
étant donné deux systèmes rectangulaires, les coordonnées x, y et z 
d'un point quelconque de l'espace dans le premier système sont des 


+) Sous certaines conditions, bien sûr. 
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fonctions linéaires des coordonnées x’, y’ et z' de ce point dans le deuxie- 
me système. Cette proposition et les raisonnements qui nous ont 
permis d'établir le théorème 4.1 nous disent que si une surface S 
est définie par une équation algébrique de degré nr dans un système 
rectangulaire Oxyz, alors elle sera définie par une équation algébri- 
que de degré Sn dans tout autre système rectangulaire O'x'y'z'. 
On achève la démonstration du théorème 4.2 en changeant le rôle 
des systèmes Ozryz et O'x'y'z'. 

Remarque 1. La notion de surface algébrique décom- 
posable s’introduit comme pour une courbe plane. 


Remarque 2. On dit qu’une courbe gauche est algébrique 
si elle peut être définie comme l'intersection de deux surfaces al- 
gébriques. 

Toute courbe non algébrique est dite transcendante. 


6. Sur l'intersection de surfaces et de courbes gauches. Pour 
déterminer les points d'intersection de surfaces ou de courbes (ou 
d'une surface et d'une courbe) il faut étudier simultanément les 
équations définissant les figures géométriques indiquées. La résolu- 
tion du système ainsi obtenu nous donne les coordonnées de tous les 
points d'intersection. Si le système ne possède pas de solution, 
il n'existe pas de points d'intersection. 

Si, par exemple, une courbe est définie par les équations 
O, (x, y, z) = 0 et D, (x, y, z) — 0 el une autre par les équations 
D, (x, y, z) = 0 et D, (x, y, z) = 0, alors les coordonnées de leurs 
points d'intersection (s'ils existent) sont nécessairement solution 
du système de quatre équations à trois inconnues: 


{ O,(x, y, 2)=0, (x, y, z)=0, 
D,(z, y, 2)=0,  OD,(zx, y, :)=0. 


Le nombre d’inconnues étant inférieur à celui des équations, ce 
système ne possède généralement pas de solution, c'est-à-dire que 
deux courbes gauches ne se coupent généralement pas. 


7. Remarques finales. Les courbes et les surfaces de degré n > 2 
ne figurent pas dans les manuels de géométrie analytique (elles font 
l'objet d'ouvrages spéciaux). Dans notre cours, nous nous bornons 
à étudier les courbes planes et les surfaces du premier et du deuxiè- 
me degré. 

Au chapitre 5 nous étudierons des courbes et surfaces du premier 
degré (on les appelle aussi figures linéaires*)), au 
chapitre 6, des courbes planes du second degré, au chapitre 7, des 
surfaces du second degré. 


*) Ces figures sont linéaires parce que la fonction du premier membre de 
l'équation est une fonction linéaire. 


CHAPITRE 5 


FIGURES LINÉAIRES 


Ce chapitre est consacré à un examen détaillé des droites dans le 
plan ainsi que des plans et des droites dans l’espace. 

Après s’être assuré que ces objets sont les seules figures linéaires 
(c'est-à-dire des figures géométriqes définies par des équations 
linéaires), on étudie les diverses formes des équations de la droite 
et du plan et on s’attarde sur leurs applications à la résolution d’im- 
portants problèmes. 


$ 1. Diverses formes de l’équation de la droite 
dans le plan 


1. Equation générale de la droite. Montrons tout d'abord que 
si un plan n est rapporté à un système de coordonnées rectangulaires 
Oxy, alors toute droite L de x est définie dans ce système par une équa- 
tion du premier degré. 

Il suffit de prouver que la droite L est définie par une équation du 
premier degré par rapport à un système rectangulaire spécialement 
choisi du plan x, car elle le sera alors par rapport à tout autre système 
rectangulaire du plan x (en vertu du théorème 4.1). 

Prenons la droite L pour axe Oz et traçons un axe Oy perpendicu- 
Jaire à Ox. L'équation de la droite sera alors une équation du premier 
degré : y = 0. En effet, cette équation sera vérifiée par les coordon- 
nées de tous les points de la droite ZL et par les coordonnées de ces 
seuls points. 

Ceci prouve la proposition annoncée. 

Montrons maintenant que toute équation du premier degré à deux 
variables x et y définit une droite par rapport à un système de coordon- 
nées rectangulaires Oxy d'un plan x. 


En effet, soient donnés un système rectangulaire Ozxy et une 
équation du premier degré 


Az + By +C = 0, (5.1) 
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où À, B et C sont des constantes arbitraires, telles que l'une au 
moins des constantes À et B est différente de zéro. L'équation (5.1) 
admet visiblement au moins une solution z,, yo *), c'est-à-dire qu’il 
existe au moins un point M, (x, yo) dont les coordonnées vérifient 
l'équation (5.1): 


Ato+Byo + C = 0. (5.2) 
En retranchant (5.2) de (5.1), on obtient l'équation 
A (x — 20) + B (y — yo) = 0 (5.3) 


qui est équivalente à l'équation (5.1). Il suffit de prouver que l’équa- 
tion (5.3) définit une droite par rapport au système Oxy. On montrera 
que l'équation (5.3) (donc (5.1)) définit une droite L qui passe par le 
point M, (Zor Yo) et qui est perpendiculaire au vecteur n = {4, B} 
(puisque À et B ne sont pas simultanément nuls, le vecteur n n'est 
pas nul). 

En effet, si le point M (x, y) est situé sur la droite Z, ses coor- 
données vérifient l’équation (5.3), puisque dans ce cas les vecteurs 


——> 
n = {A,B}et MM = {x — x,, y — y,} sont orthogonaux et leur 
produit scalaire 


À (x — 20) + B (y — yo) (5.4) 


est nul. Si le point M (x, y) n'appartient pas à la droite L, ses coor- 


données ne vérifient pas l'équation (5.3), car dans ce cas les vecteurs 
ere 
n et M,M ne sont pas orthogonaux et par conséquent leur produit 


scalaire (5.4) n’est pas nul. Ce que nous voulions. 

L'équation (5.1) où À, B et C sont des coefficients arbitraires tels 
que À et B ne sont pas tous deux nuls, s'appelle équation générale 
de la droite. Nous avons prouvé qu'une droite définie par l'équation 
générale (5.1) est orthogonale au vecteur n = {A, B}. Ce vecteur 
s'appelle vecteur normal de la droite (5.1). 


Remarque. Si deux équations générales Az +"By + C = 0 
et A,xz + B;y + C;, = O définissent une même droite, il existe un 
nombre t tel que 

A, = At, B,=Bt, C;, = Ci, (5.5) 


c'est-à-dire que les coefficients À,, B,, C, de la deuxième équation sont 
proportionnels aux coefficients respectifs A, B et C de la première 
équation, le coefficient de . proportionnalité étant t. 

En effet, par hypothèse, les droites d'équations Az + By + C = 
= 0 et A,z + By + C;, = 0 sont confondues. Donc, les vecteurs 


*) En effet, si par exemple de 0, en prenant un r, quelconque, on déduit 


de (5.1) que! y = — À 20 — %r 
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normaux n = {A, B}etn, = {4,, B,} sont colinéaires. Etant donné 
par ailleurs que le vecteur n n’est pas nul, on peut exhiber (en vertu 
du théorème 2.1) un nombre t tel que n, = nt. On en déduit les 
deux premières égalités (5.5) en utilisant la linéarité des composantes 
d'un vecteur. Prouvons maintenant la dernière égalité (5.5). Des 
droites confondues possèdent un point commun #, (xe, Yo), de sorte 
que Azxo + By + C=0 et A,x, + B;ys + C;, = 0. En muiti- 
pliant la première de ces égalités par 1 et en retranchant la deuxième, 
on aura (At — À,)zxo + (Bt — B,).yo + (Ct — C;)= 0, d'où l’on 
déduit en vertu des deux premières égalités (5.5) que Ct — C, = 0, 
c'est-à-dire que C, = Ct. 


2. Equations incomplètes de la droite. Equation de la droite en 
fonction de ses coordonnées à l’origine. On dit que l'équation gé- 
nérale de la droite (5.1) est complète si les coefficients À, B et C sont 
tous non nuls. Si l’un au moins de ces coefficients est nul, cette 
équation est dite incomplète. 

Considérons toutes les formes possibles d'équations incomplètes. 

1) C = O0, l'équation Az + By = 0 définit une droite qui passe 
par l'origine des coordonnées (puisque les coordonnées de l'origine 
vérifient cette équation). 

2) B = 0, l'équation Az + C = 0 définit une droite parallèle 
à l’axe Oy (puisque le vecteur normal n = {4, 0} de cette droite 
est orthogonal à l’axe Oy). 

3) À = 0, l'équation By + C = 0 définit une droite parallèle 
à l’axe Oz (puisque le vecteur normal n = {0, B} de cette droite 
est orthogonal à l’axe Oz). 

4) B=0et C = 0, l'équation Ar = 0 est l'équation de l'axe 
Oy (en effet, cette droite est parallèle à l'axe Oy et passe par l’origine 
des coordonnées). 

9) À = 0, C = 0, l'équation By = 0 définit l'axe Oz (puisque 
cette droite est parallèle à l’axe Ozx et passe par l’origine des coor- 
données). 

Considérons maintenant l'équation complète de la droite 
(5.1) et montrons qu'elle peut être ramenée à la forme suivante 


appelée équation de la droite en fonction de ses coordonnées à l'origine. 
En effet, les coefficients À, B et C étant tous non nuls, on peut 
mettre l'équation (5.1) sous la forme | 


ŒÆ 
= +7! 
7 A BE 
et poser ensuite a — = b= Le 


ns. 
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On remarquera que dans l'équation (5.6) les nombres a et b 
admettent une signification géométrique simple. Ils sont égaux aux 
longueurs des segments découpés par cette droite sur les axes Oz 
et Oy respectivement (les segments sont mesurés à partir de l'origine 
de ses coordonnées, cf. fig. 5.1). Pour s'en as- 
surer, il suffit de déterminer les points d’inter- 
section de la droite d’équation (5.6) avec 
les axes de coordonnées. Les coordonnées du 
point d'intersection avec l'axe Oz sont données 
par la résolution du système 


T y _ 
CRE 
y =0, 


Fig. 5.1 


soit x = a, y = 0. De façon analogue, on trou- 
ve que les coordonnées du point d’'intersection 
de la droite (5.6) avec l'axe Oy sont x = 0, y = b. 

L'équation de la droite en fonction de ses coordonnées à l'origine 
permet de construire rapidement le graphe de cette droite. 


3. Equation canonique de la droite. On appellera vecteur di- 
recteur d'une droite tout vecteur non nul parallèle à cette droite. 
Posons le problème suivant : trouver l'équation d'une droite passant 
par un point donné M; (x, y.) et de vecteur directeur q = "{l, m)} 
donné. 
Il est évident qu'un point M (x, y) appartient à cette droite si 
—— 


et seulement si les vecteurs M,M = {z — z,, y —y,} et q = 
— {l, m} sont colinéaires, c’est-à-dire si et seulement si les compo- 
santes de ces vecteurs sont proportionnelles (cf. corollaire du théo- 
rème 2.17): 

TZ, ___Y— Yi 

= (5.7) 
L'équation (5.7) est l'équation de la droite cherchée. Cette équation 
s'appelle équation canonique de la droite. 

Signalons que dans l'équation canonique (5.7), l’un des dénomi- 
nateurs { ou m peut être nul (! et m ne peuvent être simultanément 
nuls, puisque le vecteur q — {!, m} ne l’est pas). Etant donné que 
par proportion ns = = on a convenu d'entendre l'égalité ad = be, 
la nullité de l'un des dénominateurs de (5.7) équivaut à la nullité du 


numérateur correspondant. En effet, si, par exemple, À = 0, alors 
puisque m = 0 on déduit de la relation E (y — y,) = m (x — x;) 
que z —z = 0. 

Etablissons en conclusion l'équation d'une droite passant par 
deux points donnés M; (z:, 1) et Ma (x2, y2) (ces points sont, bien 
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sûr, distincts). Etant donné que pour vecteur directeur de cette 
œ——> 


droite on peut prendre le vecteur q = M,M3 = {ze — Z1, Ya — Yi} 
et que la droite passe par le point M, (x,;, y,), on déduit de l'équation 
canonique (5.6) l'équation de la droite cherchée sous la forme 


Ds Vi (5.8) 
Ta— T1 Ya —Y1 

4. Equations paramétriques de la droite. Les équations para- 
métriques de la droite se déduisent de façon élémentaire de l’équa- 
tion canonique. Prenons pour paramètre £{ la quantité figurant au 
premier et au second membre de l’équation (5.7). Comme l’un des 
dénominateurs (5.7) est non nul et que le numérateur correspondant 
peut prendre n'importe quelle valeur, le domaine de variation du 


paramètre { est la droite numérique tout entière: —oo << t 00. 
On obtient x — x, = lt, y — y, = mt ou en définitive 
z=2,+ lt, 
(5.9) 
y =y, + mi 


Les équations (5.9) sont les équations paramétriques de la droite. 
Ces équations admettent une interprétation mécanique suggestive. 
Si l'on admet que le paramètre { représente le temps mesuré à partir 
d'un instant initial, les équations paramétriques (5.9) définissent 
la loi du mouvement d’un point matériel le long d’une droite à une 
vitesse constante v — V + m° (ce mouvement se produit par 
inertie, 


5. Coefficient de direction d’une droite. Considérons une droite 
non parallèle à l'axe Ox et appelons angle de cette droite et de l'axe Oz 


SL 
l'angle a = NAM de la figure 5.2 (M est situé à droite de À, N 
dans le demi-plan contenant l'axe Oy). 

Si une droite est parallèle ou confondue avec l’axe Ox, on admettra 
que l'angle de cette droite et de l’axe Or est nul. 

La tangente de l'angle d'une droite et de l'axe Ox s'appelle coejfi- 
cient de direction (ou pente) de cette droite. Si l’on désigne par k le 
coefficient de direction d'une droite et par «& l’angle de cette droite 
avec l’axe Ox, alors par définition on a À = tg a. 

On remarquera que le coefficient de direction d'une droite paral- 
lèle à l'axe Ox est nul et que celui d’une droite perpendiculaire 
à l’axe Ozx n'existe pas (on dit alors que ce coefficient de direction 
est infini). 

Etablissons l’équation d’une droite passant par un point donné 
M, (x;, y) et de coefficient de direction X donné. 

Pour cela, démontrons préalablement la proposition 
suivante: si une droite n'est pas parallèle à l'axe Oy et admet q = 
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= {l, m} pour vecteur directeur, son coefficient de direction k est 


ALLÉE 
k— Te 
Soient « l’angle de la droite avec l'axe Oz, 6, l'angle du vecteur 
directeur q = {!, m} avec l'axe Or. Etant donné que l'angle de la 
droite et de l’axe Ox peut être aigu ou obtus et que le vecteur direc- 
teur q peut être orienté de deux manières, quatre cas sont possibles 


y 
qe ; 
0 3) T 
ÿ 
œ 
0 z 
F 
Fig. 5.2 | Fig. 5.3 


qui sont représentés sur la figure 5.3. Dans 1) et 3), on a 8 = « 
et on a les formules suivantes pour les mesures algébriques des 
projections du vecteur q sur les axes Or et Oy: 


l=|q!|cose, m=|qlcos(5—06)=1q1sin0. 
Dans 2) et 4), 60 — x — œ et pour les mesures algébriques des pro- 
jections du vecteur q, on a les formules 
L=]|qlcos8, m——|ql|\sin06. 
Donc, dans 1) et 3) tg 0 = tgaœ et L) —"tg 6, et dans 2) et 4) 
t&w0——tga et + = —-tg0. 


m . 
Dans tous les cas on a donc tg « = 7, Ce que nous voulions. 


Pour établir l'équation d'une droite de coefficient k donné, passant 
par un point donné M, (x,, y,), multiplions les deux membres de 


l'équation canonique (5.7) par = en tenant compte du fait que— = k. 
On obtient l'équation cherchée sous la forme 


y—h=k(z— x) (5.10) 
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Si maintenant l'on désigne la constante y, — kx, par b, l’équa- 
tion (5.10) devient 


y = kr + b. (5.11) 


L'équation (5.11) s'appelle équation d'une droite de coefficient 
deldirection k. Dans cette équation, k représente le coefficient de 
direction de cette droite, b, l’ordonnée à l'origine (fig. 5.4). 


d. Angle de deux droites. Conditions pour que deux droites soient 
parallèles ou perpendiculaires. 

a) Supposons d'abord que deux droites L, et L, sont définies par 
les équations générales 


Ait'+ By +C;, —=0 et Aor + Bay + Ce = 0. 


Les vecteurs normaux de ces droites étant respectivement n, = 
— {4,, B,} et n, = {4., B,}, déterminer l'angle des droites Z, 
et L, revient à déterminer l'angle œ des vec- 
teurs n, et n.. 

De la définition du produit scalaire n,n, = 
= | n, | | n, | cos o et des expressions des modu- 
lesides vecteurs n, et n, et de leur produit scalaire, 
on déduit que 

[I] 

TR = (64) 
V Aî+ 6ï° V Ai+B: 


Ainsi l'angle .p de deux droites L, et L, est défini 
par la formule (5.12). 

La condition pour que les deux droites L, et L, soient parallèles, 
condition qui est équivalente à la condition de colinéarité des vec- 
teurs n, et n,, consiste en la proportionnalité des composantes de ces 
vecteurs, c'est-à-dire est de la forme 


COS p = 


Fig. 5.4 


A1 _ Bi 
Her. (5.13) 


La condition d'orthogonalité des droites L, et L, peut être déduite 
de la formule (5.12) (pour cos @ = 0) ou exprimée par la nullité du 
produit scalaire n,n,. Elle s'écrit 


Aj4> + BB; — 0. (5.14) 


b) Supposons maintenant que les droites L, et L, sont définies 
par leurs équations canoniques 


ZT D Y—VL gg 228 V—Vs à 
in m1 la ms 1: 

Les vecteurs directeurs des droites L, et L, étant les vecteurs q, = 

=, {l,, m,} et q = {l, m,}, par analogie avec a) on trouve que: 
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1) l'angle q des droites L, et L, est défini par 


lila + mama ’ 
COS D = ——___—_—_—_—_—__—_—_—_—_— 5.12 
FT Ven Vite sis 
2) la condition de parallélisme des droites L, et L, est exprimée 
par 


LR (5.13') 


L Me ? 
3) la condition d'orthogonalité des droites L, et L, est 
Lilo + MyMe = 0. (5.14) 


c) Supposons enfin que les droites L, et L, sont définies par les 
équations 


y = K,z + b, et y = kex + b. 


Si &, et æ&, sont les angles des droites ZL, et L, avec l'axe Oz, 
et o l'angle de ces droites, alors on voit sur la figure 5.5 que 


P == Œa == y: 
Donc, 
(g Ge— 18 Gi ka—k 


tep=tg(a —a)=— 1+tgaitga  1Hike * 


On obtient ainsi la formule suivante pour l'angle w: 


CO ko—k 
SEE TT 


Si dans cette formule on change les rôles de k, et k, (ce qui en fait 
revient à changer le signe), alors cette formule définit l'autre 
angle de ces droites, c’est-à-dire l'angle 
Lz2/1, supplémentaire de œ (ces angles étant sup- 
plémentaires, leurs tangentes sont égales au 
Œ2 signe près). 
Ces droites sont parallèles si la tangente 
de leur angle est nulle, c’est-à-dire que la 
condition de parallélisme s'écrit 


k = ka (5.13") 


(le numérateur de (5.12”) est nul et le déno- 
minateur, strictement positif). 

La condition d’orthogonalité des droites L, et L, peut également 
être déduite de (5.12”). Elle correspond au cas où la tangente de 
l'angle @ n'existe pas, c’est-à-dire au cas où le dénominateur de la 
formule (5.12") est nul: k.k, + 1 = 0. 

Ainsi, la condition d'orthogonalité des droites L, et ZL, s'écrit: 


bike = —1. (5.14°) 


(5.12°) 


Fig. 5.5 
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7. Equation normale de la droite. Distance algébrique d’un point 
à une droite. Considérons une droite arbitraire ZL. Menons par l'ori- 
gine © une droite nr perpendiculaire à ZL et désignons par P le point 
de concours de ces droites (fig. 5.6). Pre- 
nons sur la droite n le vecteur unitaire 
n de même sens que le segment orienté 


— 
OP (si les points O et P sont confondus, 
le vecteur n sera de sens arbitraire). 

On se propose d'exprimer l'équation 
de la droite L en fonction de deux para- 
mètres : 1) la mesure algébrique p du seg- 


EU e 
ment orienté OP, 2) l'angle 6 du vecteur Fig. 5.6 
n et de l'axe Oz. 
Le vecteur n étant unitaire, ses composantes s'écrivent (cf. n° 8, 
$ 1, chap. 2) 


n = {cos 6, sin 6}. (5.15) 
Il est évident qu'un point M (x, y) appartient à la droite L si et 


— 
seulement si la mesure algébrique de la projection du vecteur OM sur 
le vecteur n est égale à p, c'est-à-dire si 


pr, OM = pe (5.16) 


Le vecteur n étant unitaire, en vertu de la définition 2 du produit 
scalaire (cf. n° 1, $ 2, chap. 2)on a 


pr, OM =n.OM. (5.17) 


—}> 
Comme OM = {x, y} et que le vecteur n est défini par (5.15), on 
obtient l'expression suivante pour leur produit scalaire : 


—> 
n°OM = zx cos 6 + ysin 6. (5.18) 


Des formules (5.16), (5.17) et (5.18) on déduit qu’un point M (x, y) 
appartient à la droite L si el seulement si ses coordonnées vérijient 
l'équation 


x cos 8 + y sin 6 — p = 0; (5.19) 


(5.19) est l'équation de la droite ZL en fonction de 8 et p. On l'appelle 
équation normale de la droite. 

Introduisons maintenant la notion fondamentale de distance 
algébrique d'un point arbitraire M à une droite donnée L. Désignons 
par d la distance de M à L. On appelle distance algébrique 6 du point 
M à la droite L le nombre +-d ou —d selon que le point M et l'origine 
des coordonnées O sont situés de part et d'autre ou du même côté de L. 
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Si l'origine des coordonnées © est située sur la droite ZL, on 
posera Ô égal à +d si le point M est situé du côté de ZL vers lequel 
est orienté le vecteur n et —d dans le 
cas contraire. 

| Voyons la signification géométrique 
du premier membre de l'équation (5.19) 
pour x et y quelconques. 


Théorème 5.1. Le premier membre de 
l'équation normale de la droite (5.19) est 
égal à la distance algébrique d'un point 
M de coordonnées x, y à cette droite. 


Fig. 5.7 


Démonstration. Projetons 
le point M sur le vecteur n. Soit Q la 
projection du point M. La distance algébrique 6 du point M 
à la droite L est égale à PQ. D'autre part, de la relation de Chasles 
(cf. chap. 1) il est évident (fig. 5.7), que 


6 = PQ = 09 — OP = ÔQ — p. (5.20) 


Or, 0Q = pr, OM. Mais en vertu des formules (5.17) et (5.18) 
pr OM = 2 cos 8 + ysin 6, donc 

Ô = x cos 6 + y sin 0 — p. (5.21) 
Ce qui prouve le théorème. 


Le théorème 5.1 nous conduit à la règle suivante: pour 
trouver la distance algébrique Ô d'un point M (x, yo) à une droite 
L il faut substituer les coordonnées x, et y, à x et y dans le premier 
membre de l'équation normale de la droite L. 

Il est évident que cette règle permet aussi de déterminer la 
distance d'un point M à une droite L, puisque cette distance est 
égale au module de la distance algébrique. 

Indiquons, en conclusion l’algorithme de réduction de l'équation 
générale de la droite Az + By + C = 0 à la forme normale (5.19). 

L'équation générale et l'équation (5.19) définissant une même 
droite, il existe (en vertu de la remarque du n° 1 in fine) un nombre 
ti tel que 


tA = cos 6, tB =sin6, iC = —p. (5.22) 


En élevant les deux premières égalités au carré et en les addition- 
nant, on obtient t? (A° + B°) = 1, d'où 


= + (5.23) 


1 
VA:+Bi° 
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Il reste à préciser le signe à retenir dans la formule (5.23). La distan- 
ce p étant par définition positive, de la troisième égalité (5.22) on 
déduit que Le signe de t est contraire à celui de C. 

Donc pour réduire l'équation générale de la droite Ax + By + C = 
= 0 à la forme normale (5.19) il faut la multiplier par le facteur de 
normalisation (5.23) pris avec le signe contraire de celui de C. 


8. Equation d’un faisceau de droites. On appelle faisceau de 
droites de centre S un ensemble de droites d'un plan n donné, passant 
par un point S de ce plan. 

Le centre S d'un faisceau de droites est entièrement défini par 
la donnée de deux droites distinctes de ce faisceau. Si l'on connaît 
le centre S (x,, y,) d'un faisceau, on établit sans peine l'équation de 
toute droite de ce faisceau : on peut par exemple utiliser l'équation 
(5.10) d'une droite de coefficient de direction k donné, passant par 
le point S (x,, y,). Mais pour/résoudre ce problème, il est plus 
commode d'écrire l'équation d'une droite passant par le point de 
concours de deux droites données sans calculer les coordonnées de 
ce point de concours. 

Dans ce numéro, on établit l'équation d’un faisceau de droites 
dont le centre est le point de concours de deux droites données 
d'équations respectives 


Aux + Bay + Ci =0 et Asr + Bay + Ce = 0. 
Prouvons le théorème fondamental suivant. 
Théorème 5.2. Si Az + Biy +C;, =0et A,x + B;y + C; =0 
sont les équations de deux droites distinctes, se coupant en un point S, 
et « et B des nombres non tous nuls, alors 


a (4,7 + Bay + C1) + PB (Aez + Bay + C2) = 0 (5.24) 


est l'équation d'une droite passant par le point S. De plus, toute droite 
passant par le point S est définie par l'équation (5.24) pour certains & 
et B. 

Démonstration. Montrons tout d'abord que si & et $ 
ne sont pas simultanément nuls, alors La relation (5.24) est une 
équation du premier degré (c' est-à-dire que dans cette relation l'un 
au moins des coefficients de x ou de y n’est pas nul). En regroupant 
les coefficients de z et de y, on peut mettre (5.24) sous la forme 


(&As + BA2) x + (aBi + BB) y + («C1 + BC:) = 0. (5.247) 
Si &A; + BA: = 0 et a«B, + BB, = 0, alors de ces égalités, en 
posant par exemple & = 0 *), on obtiendrait 


À1 B B1 B 5. A1 _ Bi 
As a ? TE [e À d'où A3 Ba ° 


*) Par hypothèse, l'un des nombres & ou $ est non nul. 
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La dernière égalité (cf. n° 6) est la condition de paral- 
lélisme des droites d’équations À,r + By +C,;, = 0 et 
A,7 + By + C; = 0, ce qui contredit l'hypothèse que ces droites 
se coupent et sont distinctes. 

Donc, l'équation (5.24) avec « et B arbitraires non tous deux nuls 
est une équation du premier degré définissant (en vertu des résultats 
du n° 1) une certaine droite. 

Cette droite passe visiblement par le point S (xs, yo) d'’inter- 
section des deux droites 


A1t + By +C; =0 et Asr + By + Ca = 0. 


En effet, le point S (x,, y.) appartenant à chacune de ces droites, 
on a 


A1to + Bio + C1 = 0 et Aoxo + Beyo + Ce = 0, 
d'où il s'ensuit que pour tous « et 
@ (41to + Biÿo + C1) + B (A2to + Bio + Ce) = 0, 


c'est-à-dire que les coordonnées z, et y, du point S vérifient l’équa- 
tion (5.24). 

Il reste à prouver que toute droite passant par le point S 
est définie par l'équation (5.24) pour certains & et 6. Toute droite 
passant par un point $ (ze, Yo) est définie de façon unique par la 
donnée d’un autre point M* (z*, y*) distinct de S. Donc, il suffit 
de montrer que les nombres non tous deux nuls & et B peuvent être 
choisis tels que les coordonnées z* et y* du point M* vérifieront 
l'équation (5.24) pour ces & et B. En remplaçant x et y par les coor- 
données z* et y* du point M* dans (5.24), on obtient l'égalité 


a (Az + By* + Ci) + PB (Aoz* + Bay* + Co) = 0. (5.25) 


Signalons tout d'abord que l'équation (5.25) est une équation en « 
et B. En effet, les parenthèses qui sont les coefficients de aœet $ 
ne peuvent s'annuler, car cela signifierait que les deux droites d'équa- 
tions À,x + By + C;, = 0 et A,x + B,y + C, = 0 passent par 
le point M*. (Ceci est impossible puisque ces droites ne sont pas 
confondues et passent par un point S distinct de #*.) Donc, l’une 
au moins des parenthèses de (5.25) est non nulle. Supposons pour 
fixer les idées que À4,12* + B,y* + C, 5 0. Alors en se donnant 
arbitrairement B = 0, on déduit le coefficient & à partir de l’équa- 
tion (5.25): 


Asz* + Bey“ + Ce B 
Ajz* + Bay + Ci 
Pour ces valeurs de & et f la droite d'équation (5.24) passe par le 
point M* (z*, y*). Le cas où la deuxième parenthèse de (5.25) 


a= — 
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est non nulle se traite de façon analogue. Ceci achève la démonstra- 
tion du théorème. 


Remarque. Etant donné que dans l'équation du faisceau 
(5.24) les nombres «& et f ne sont pas tous deux nuls, on peut écrire 
cette équation non pas avec deux coefficients & et f, mais avec un 
seul coefficient À, égal à leur rapport. Si, par exemple, &« =£ 0, en 


divisant (5.24) par «& et en posant À = son obtient l'équation du 
faisceau sous la forme 


(Air + Bay + Ci) + À (4ex + By + Ci) = 0. (5.26) 


A noter que l’équation (5.26) définit toutes les droites passant par 
le point de concours des droites À,zx + By + C;, = 0 et Az + 
+ B,y + Cs = 0 à l'exception d'une droite, celle d'équation A,x + 
+ B,y + Ca = 0 (qui ne se déduit de (5.26) pour aucun À). 


$ 2. Quelques problèmes relatifs à la droite 
dans le plan 


Plus haut nous avons étudié plusieurs problèmes sur la droite 
dans le plan (angle de deux droites, conditions de parallélisme et 
d'orthogonalité de deux droites, calcul de la distance et de la distance 
algébrique d’un point à une droite, équation d'une droite passant 
par le point de concours de deux droites données). 

Dans ce paragraphe, nous considérons quelques problèmes déve- 
loppant et approfondissant le contenu du paragraphe précédent. 


1. Equation d’une droite passant par un point donné M,(zx,, y.) 
et faisant un angle donné œ avec une droite donnée y = k,x + b:;: 
On cherchera l'équation de cette droite sous la forme (5.10) 
y—Y = k(r — x). (5.10) 
La droite (5.10) passe par le point M,(x,, y,) et il nous reste à choi- 
sir son coefficient de direction k de telle sorte qu'elle fasse un angle 
avec la droite y = k,x + b,. À noter qu'en prenant l'équation cher- 
chée sous la forme (5.10) on exclut ipso facto la droite x — x, qui 
passe par le point M, (x,, y,) et qui est orthogonale à l'axe Or. 
Vu que la droite cherchée y = kz + (y, — kzx.,) et la droite y — 
= k,z + b, font un angle y, en vertu de la formule (5.12”) on a 


_ k—k: 
EP . 


De la dernière équation on tire le coefficient de direction k de la 
droite cherchée: k — k, — —+tg q + kk, tg q@, et par suite 


__ ki +tg 
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pourvu que À + k, tg o = 0. Si le dénominateur de la formule (5.27) 
est nul, le coefficient de direction n'existe pas et la droite cherchée 
a visiblement pour équation z = z.. 

En définitive, on obtient les équations des deux droites cherchées 
sous la forme 


k k—t 
1) y RE (ax) et = pee CA) 
pour k,tgp#æ+îi, 
2) y—y, = Es 2) et r—x, pour k,tgq= — 1, 


ES (z—z,) pour k.tgp=1. 


3) z= 2 et y—y;— 

2. Equations des bissectrices des angles formés par des droites 
données. Ecrivons les équations des deux droites données sous la 
forme normale: 


zcoS8 +ysin86—p—=0, zxzcos6, +ysin6, — p, = 0. 


Les premiers membres de ces équations sont égaux aux distances 
algébriques 6, et 6, du point M à la première et à la deuxième droite 
respectivement. Sur l’une des bissectrices (plus exactement sur celle 
de l'angle qui contient l'origine des coordonnées), ces distances ont 
même module et même signe, sur l’autre bissectrice elles ont même 
module mais des signes contraires. Donc, les équations des bissec- 
trices cherchées sont de la forme 


(x cos 0 + y sin 8 — p) — (x cos 8, + y sin 6, — p;) = 0, 
(x cos 8 + y sin 8 — p) + (x cos 6, + y sin 6, — p,) = 0. 


3. Conditions d’intersection d’une droite et d’un segment 4B 
donnés. Ecrivons l'équation de la droite donnée sous la forme nor- 
male zxcos 6 + y sin 0 — p — 0, portons d’abord les coordon- 
nées du point À et ensuite celles du point B dans le premier membre 
de cette équation, trouvons les distances algébriques 6, et Ô, des 
points À et B à la droite donnée. Pour que cette droite coupe le 
segment AB, il est nécessaire et suffisant que les points À et B 
soient situés de part et d’autre d'elle, c'est-à-dire il est nécessaire et 
suffisant que les distances algébriques ô, et ÔR soient de signes con- 
traires. 


4. Position relative d’un point M et de l’origine des coordonnées O 
par rapport aux angles de deux droites données. Etant donné deux 
droites concourantes, on demande de dire quand un point donné if 
et l'origine O sont situés dans un même angle, dans les angles adja- 
cents ou dans les angles opposés par le sommet, formés par ces 
droites. Ecrivons les équations de ces droites sous la forme normale, 
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portons dans les premiers membres les coordonnées du point M et 
calculons les distances algébriques 6, et 6, à la première et à la deu- 
xième droite respectivement. Par définition de la distance algébri- 
que, le point M et l'origine O sont situés dans un même angle si 
ô, et 6, sont << 0, dans les angles opposés par le sommet si 6, et 6, 
sont >>0 et dans les angles adjacents si 6, et 6, sont de signes contrai- 
res. 


5. Condition d’intersection de trois droites en un même point. 
Trouvons la condition nécessaire et suffisante pour que trois droites 
d'équations 


A7 + Bay + C1 = 0, Ast + Bey + Ci= Oet Asx + Bsy + Cs=0 


se coupent en un point et en un seul. 

Etant donné que nous cherchons les conditions sous lesquelles 
le point d'intersection est unique, il est nécessaire de supposer 
que deux quelconques de ces droites se coupent en un point (sinon ces 
trois droites n’admettraient pas de point de concours ou en admet- 
traient une infinité). Donc, il est nécessaire d'exiger que des trois 
déterminants 


A, B, 
A2 B; 


l'un au moins est non nul. 

Pour fixer les idées, supposons que les deux premières droites 
se coupent (c’est-à-dire supposons que le premier déterminant est 
non nul). Alors une condition nécessaire et suffisante pour que les 
trois droites soient concourantes est que la troisième droite Az + Bay + 
+ Ca = 0 appartienne au faisceau formé par les deux premières 


a (Az + Biy + Ci) + B (4er + Boy + C2) = 0. 


À, B, 


Az B2 
As Bs 


En vertu de la remarque de la fin du n° 1, $ 1, il existe un nombre 
(qu’on désignera par —") tel que tous les coefficients de la dernière 
équation soient respectivement égaux à ceux de l'équation Az + 
+ Bsy + Cs = 0 multipliés par ce nombre, c'est-à-dire que 


GA,+P4;= —Y4s, aA,+84,+%45=0, 
aB,+8B;=— —YBs, ou 4 aB,+f8B,+yB,;=0, 
aCi+BCr= —YCs, aCy--BCr+YCs = 0. 


Les dernières égalités forment un système homogène de trois équa- 
tions par rapport aux trois variables &, B et y. Etant donné que les 
coefficients & et B ne sont pas simultanément nuls, le système doit 
nécessairement admettre une solution non triviale; à cet 
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effet, il est nécessaire et suffisant (voir Complément au chapitre 1, 
n° 8) que le déterminant 


A; À: Às A; B, C; 
B, B; Bs|\=|A42 Br C2 (5.29) 
Ci Ca Cal lAs Bs Cs 


de ce système soit nul. 

Ainsi, pour que trois droites d'équations A,x + B,y +C, = 0, 
At + Bey + C, = 0 et Ast + Bay + Cs = 0 se coupent en un 
point et en un seul, il est nécessaire et suffisant que le déterminant 
(5.29) soit nul et l'un au moins des déterminants (5.28) ne Le soit pas. 

Nous sommes arrivés à cette proposition en supposant que les 
deux premières des trois droites indiquées étaient concourantes. 
On aurait obtenu le même résultat en admettant que deux autres 
droites quelconques étaient concourantes (du reste, ceci résulte de 
la symétrie). 


6. Equation d’une droite passant par le point de concours de 
deux droites données et astreinte à une condition. Soit à déterminer 
l'équation d’une droite passant par le point de concours de deux droites 
non colinéaires d'équations A,xz + By + C; = 0 et Asx + Boy + 
+ C, = 0 et satisfaisant de plus à l’une des trois conditions suivan- 
tes : a) elle intercepte des segments de droite égaux sur les axes de 
coordonnées ; b) elle est parallèle à une droite donnée Az + By + 
+ C3 = 0; c) elle est perpendiculaire à une droite donnée A;r + 
+ Bay + Ci — 0. 

La droite cherchée appartient au faisceau 


œ (Aix + Biy + Ci) + PB (Aox + Boy + Ca) = 0. (5.30) 


Pour déterminer les constantes & et B (ou plus exactement leur 
rapport), on se servira d’une condition subsidiaire. 

Dans le cas a), nous devons regrouper dans (5.30) les coefficients 
en x et y et égaler leurs modules (nous égalons les modules 
de ces coefficients, car les segments interceptés sont de même lon- 
gueur). On obtient en définitive l'équation |œA, + BAe | = 
= | PB, + &B, |, ou a (4, F B,) = —B (4, F B;,). A noter que 
les parenthèses ne peuvent s’annuler simultanément (puisque les 
droites À,xr + By +C; =0 et A,r + Boy + C, = 0 ne sont pas 
colinéaires) et par suite, dans la dernière égalité, en se donnant 
arbitrairement l'un des coefficients &« ou B, on peut déterminer 
l’autre. 

Dans le cas b), on sait que si deux droites sont parallèles, les 
ER en x et y sont proportionnels (cf. $ 1, n° 6, condition 
(5.13)). 
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Donc, 


Ait ds ee ou a(4,B;— B,4,) = (B>43— 4B;). 
3 3 


A noter que dans la dernière égalité les deux parenthèses ne peuvent 
être simultanément nulles (sinon les droites A,xr + B,y + C, = 0 
et Aoz + Bey + C, = 0 seraient colinéaires); donc, dans la der- 
nière égalité, on peut exprimer l’un des coefficients & ou B en fonc- 
tion de l’autre. 

Dans le cas c), la condition d’orthogonalité (5.14) (cf. $ 1, n° 6) 
de la droite (5.30) et de la droite A,r + Bay + C3 = 0 nous donne 


(&A1 + BA) 4s + (GB: + BB) Bs = Os 
ou 


a (4143 + B1Bs) = —B (4:43 + B:Bshe 


À noter que les parenthèses de la dernière égalité ne peuvent s’annu- 
ler simultanément (sinon on obtiendrait À = 7 et les droites 
Az + By +C;, =0et Asx + Boy + C, = 0 seraient colinéaires). 
Donc, dans cette égalité, en se donnant arbitrairement l'un des 
coefficients &« ou B, on peut déterminer l’autre. a 


$ 3. Equations du plan 


1. Equation générale du plan. Ce numéro est complètement 
identique au n° 1, $ 1. On se propose de prouver deux propositions. 

19 Si l’espace est rapporté à un système de coordonnées rectangulai- 
res Ozxyz, tout plan x est défini dans ce système par une équation du 
premier degré. 

29 Si l'espace est rapporté à un système de coordonnées rectangulaires 
Oxyz, toute équation du premier degré en x, y et z définit un plan dans 
ce système. 

Pour établir la première proposition, il suffit de montrer que le 
plan x est défini par une équation du premier degré dans un certain 
système de coordonnées rectangulaires, car alors il est défini par une 
équation du premier degré dans un système quelconque (en vertu du 
théorème 4.2). Plaçons les axes Ox et Oy dans le plan x. L'équation 
du plan x sera alors une équation du premier degré, soit z = 0. En 
effet, cette équation sera satisfaite par les coordonnées de tous les 
points du plan x et par elles seules. Ceci prouve la proposition 1°. 

Pour prouver la proposition 2°, fixons un système de coordon- 
nées Ozxyz et considérons une équation du premier degré 


Az + By + Cz + D = 0, * (5.31) 
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où 4, B, Cet D sont des constantes arbitraires telles que À, B et C 
ne soient pas toutes nulles. L'équation (5.31) possède visiblement au 
moins une racine Zy, Yo Zo *), C'est-à-dire qu'il existe un point 
Mo (Zor Yor Zo) au moins dont les coordonnées vérifient l'équation 


Ato . By, + CZzo + D = 0. (5.32) 
En retranchant (5.32) de (5.31), on obtient l'équation 
Az — 20) + B (y — yo) + C(Z — 20) = 0, (5.33) 


qui est équivalente à l'équation (5.31). Il suffit de prouver que l’équa- 
tion (5.33) est l'équation d’un plan dans le système Ozxyz. Montrons 
que l'équation (5.33) (et par conséquent l'équation (5.31)) définit un 
plan n qui passe par M, (xzos Yor Zo) et qui est perpendiculaire au 
vecteur n = {A, B, C} (le vecteur n n’est pas nul, car les constan- 
tes À, B et C ne le sont pas toutes). 

En effet, si un point Af (x, y, z) est situé dans le plan x, ses 
coordonnées vérifient l'équation (5.33), car dans ce cas les vecteurs 


n = {4, B, C} et MM = {x — ze, y — yo, Zz — Z0o} sont ortho- 
gonaux et leur produit scalaire 


À (x — 20) + B (y — yo) + C (z — 20) (9.34) 


est nul. Si un point M (x, y, z) n'est pas situé dans le plan x, ses 
coordonnées ne satisfont pas à l'équation (5.33), car dans ce cas 
—— 
les vecteurs n et M,M ne sont pas orthogonaux, donc leur produit 
scalaire (5.34) n’est pas nul. Ceci prouve la proposition 2°. 
L'équation (5.31), où À, B, C et D sont des cozfficients arbitraires 
tels que À, B et C ne sont pas tous nuls, s'appelle équation générale 
du plan. 
Nous avons prouvé qu'un plan d'équation générale (5.31) est 
orthogonal au vecteur n = {A, B, C}. Ce vecteur sera appelé vecteur 
normal au plan (5.31). 


Remarque. Si deux équations générales 
Az + By +Cz+D=0 et A,x + By + Cyz:+D=0 
définissent le même plan, on peut exhiber un nombre t tel que 
A, = At, B,= Bt, C;,=Ct, D, = Di, 


*) En effet, l’une au moins des constantes 4, B, C'est non nulle. Supposons 
par exemple que C 0. En prenant x, et y, quelconques, on déduit de l'équa- 
tion (5.31): 


0 pe To Vo: 


C 
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c'est-à-dire que les coefficients A,, B,, C;, D, et À, B, Cet D sont 
respectivement proportionnels. 

La démonstration de cette proposition est identique à celle de 
la proposition de la remarque citée à la fin du n° 1, $ 1. Nous la 
laissons au soin du lecteur. 


2. Equations incomplètes du plan. Equation du plan en fonc- 
tion de ses coordonnées à l’origine. L'équation générale (5.31) du 
plan est dite complète si aucun des coefficients À, B, C et D n'est 
nul. Elle est dite incomplète si l’un d'eux au moins est nul. 

Considérons tous les cas possibles d'équations incomplètes : 

1) D = 0, l'équation Az + By + Cz = O définit un plan pas- 
sant par l’origine des coordonnées (puisque les coordonnées de l'ori- 
gine satisfont à cette équation). 

2) À = 0, l'équation By + Cz + D = 0 définit un plan paral- 
lèle à l’axe Ox (puisque le vecteur normal à ce plan n = {0, B, C} 
est perpendiculaire à l'axe Oz). 

3) B = 0, l'équation Az + Cz + D = 0 définit un plan paral- 
lèle à l'axe Oy (car le vecteur normal n = {4, 0, C'} est perpendicu- 
laire à cet axe). 

4) C = 0, l'équation Az + By + D = 0 définit un plan paral- 
lèle à l'axe Oz (car le vecteur normal n = {4, B, 0} est perpendicu- 
Jlaire à cet axe). | 

5) A = 0, B = 0, l'équation Cz + D = 0 est l'équation d'un 
plan parallèle au plan de coordonnées Ozxy (car ce plan est parallèle 
aux axes Or et Oy). 

6) À = 0, C = 0, l'équation By + D = 0 est l'équation d'un 
plan parallèle au plan de coordonnées Ozz (puisque ce plan est 
parallèle aux axes Or et O2). 

7)B=0, C=0, l'équation Az + D = 0 définit un plan 
parallèle au plan de coordonnées Oyz (puisque ce plan est parallèle 
aux axes Oy et Oz). 

8) À = 0, B = 0, D = 0, l'équation Cz = 0 est l'équation du 
plan de coordonnées Oxry (puisque ce plan est parallèle à Ozxy et 
passe par l'origine des coordonnées). 

9) A =0, C = 0, D = 0, l'équation By = 0 est l'équation du 
plan de coordonnées Ozxz (puisque ce plan est parallèle à Orz et passe 
par l'origine des coordonnées). 

10) B=0, C=0, D = 0, l'équation Az = 0 est l'équation 
du plan de coordonnées Oyz (puisque ce plan est parallèle à Oyz 
et passe par l'origine des coordonnées). 

Considérons maintenant l'équation complète (5.31) du plan et 
montrons qu'elle peut être ramenée à la forme 


x y 2 = 

rs Tr 1 (5.39) 
dite équation du plan en fonction de ses coordonnées à l'origine. 
g* 
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En effet, les coefficients À, B, C et D étant tous non nuls, on 
peut mettre l'équation (5.31) sous la forme 


Tz y Z _— 
Du DT 5 = 
À BB  C 
| D D D 
et poser ensuite a=— bd = —GC= TZ. 


A noter que dans l'équation (5.35), les nombres a, b et c admet- 
tent une signification géométrique simple: ils sont égaux aux lon- 
gueurs des segments découpés par le plan sur 
les axes Ox, Oy et Oz respectivement (fig. 
9.8). Pour s’en assurer il suffit de trouver 
les points d’intersection du plan d'équa- 
tion (5.35) avec les axes de coordonnées. 
Ainsi, les coordonnées du point d'inter- 
section avec l'axe Ox sont données par la 
résolution du système de trois équations 


z 2 
then 


Fig. 5.8 y=0, 
z=0(. 


Le plan coupe donc l’axe Ox au point (a, 0, 0). On établit de façon 
analogue qu'il coupe les axes Oy et Oz respectivement en (0, b, O0) 
et (0, O, c). 


3. Angle de deux plans. Conditions de parallélismeïet d’orthogo- 
nalité des plans. Soient donnés deux plans x, et n, d'équations géné- 
rales A;x + Biy + C;z + D, =0 et Asx + Boy + Coz + D, = 0. 
Il est évident que déterminer l’angle de ces plans revient à détermi- 
ner l'angle @ de leurs vecteurs normaux n, = {4,, B,, C;} et 
no = {4e Bo, Co} *). 

En utilisant la définition du produit scalaire nn, — 
= |n,l||n, |cos p et en exprimant les longueurs des vecteurs 
n, et n, et leur produit scalaire en fonction de leurs coordonnées, 
on obtient 

A143+ B1Ba+ C1Ca 
VAÏHBI+ Ci - VAI B3+C3 


Ainsi, l'angle q des plans n, et n, est donné par la formule (5.36). 
La condition de parallélisme des plans n, et n, qui est équivalente 
à la condition de colinéarité des vecteurs n, et n, s'exprime par la 


COS = 


(5.36) 


*) Deux plans concourants déterminent deux angles supplémentaires. 
11 suffit de trouver l’un d'eux. 
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proportionnalité des composantes de ces vecteurs, c'est-à-dire est 
de la forme *) 


nn 0r (5.37) 


La condition d'orthogonalité des plans 1, et x, peut être déduite 
de la formule (5.36) (pour cos @ = 0) ou en égalant à zéro le produit 
scalaire des vecteurs n, et n,, soit 


A4: + B1B. + CiCe = 0. (5.38) 


4. Equation d’un plan passant par trois points distincts non ali- 
gnés. Etablissons l'équation d'un plan passant par trois points dis- 
tincts non alignés M, (x;, y1, 21), Ma (To, Vos 20) et Ms (Zss Ysr 23). 


Ces trois points n'étant pas alignés, les vecteurs M,M, = {x, — x, 
—— 


Ya — Yrs 20 — 21} Et MiMs = {ts — Tis Us — Yrs 23 — A} ne sont 

pas colinéaires et par suite une condition nécessaire et suffisante pour 

qu'un point M (x, y, z) soit situé dans un même plan que les points 
— —> ———} ———? 

M, M, et A, est que les vecteurs M,M,, MM et MM = {x — x, 

Y — Yys Z — Z,} soient coplanaires, c'est-à-dire que le produit mixte 

de ces trois vecteurs soit nul (cf. chap. 2, $ 3, n° 4). 

En utilisant l'expression du produit mixte en fonction des 
composantes, on obtient la condition nécessaire et suffisante d'ap- 
partenance du point Af (x, y, z) au plan 
indiqué, sous la forme (cf. chap. 2, $ 3, n° 7) 


TT Y—Y, 2—3; 
To — Ty Ya — Yi 22 — 2 |—=0. (5.39) 
T3— XL Us — Vi Zs — 2: 


L'équation du premier degré (5.39) est l’équa- 
tion du plan cherché. 


9. Equation normale du plan. Distance 
algébrique d’un point à un plan. Soit un plan x 
quelconque. Traçons par l'origine des coor- 
données O une droite nr perpendiculaire au plan x et désignons par P 
le point d'’intersection de n et de x (fig. 5.9). Prenons le vecteur 


Fig. 5.9 


— 
unitaire n de la droite r de même sens que OP (si Oet P 
sont confondus, le sens de n sera choisi arbitrairement). 


*) Par proportion += Ton comprend comme toujours l'égalité ad = 
= bc. 
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On se propose d'établir l'équation du plan x en fonction des 


—} 
paramètres suivants: 4) la mesure algébrique p de OP, 2) les angles 
a, B et y de n avec les axes Oz, Oy et Oz. 

Le vecteur n étant unitaire, ses composantes qui sont respecti- 
vement égales aux mesures algébriques de ses projections sur les 
axes de coordonnées sont de la forme 


n — {cos a, cos f, cos y}. (5.40) 


Il est évident qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
point M (x, y, z) soit situé dans un plan x est que la mesure algébrique 


—} 
de la projection du vecteur OM sur le vecteur directeur n soit égale à 
P, c'est-à-dire que 


pr, OM = p. (5.41) 


Le vecteur n étant unitaire, en vertu de la définition 2 du produit 
scalaire (cf. n° 1, $ 2, chap. 2), il vient 


— ——> 
pr, OM = n.OM. (5.42) 


= 
Etant donné que OM —{x, y, z} et que le vecteur n est défini 
par (5.40), on obtient l'expression suivante pour le produit scalaire de 
ces vecteurs : 


n-OM — x COS & + y cos B + z cos y. (5.43) 


En combinant (5.41), (5.42) et (5.43), on déduit que pour qu'un 
point M (x, y, z) soit situé sur le plan n il est nécessaire et suffisant que 


+ 


ses coordonnées satisfassent à l'équation 
x cos & + y cos B + z cos y — p = 0. (5.44) 


L'équation (5.44) est l'équation du plan x exprimée en fonction des 
paramètres p, &, B et y. On l'appelle équation normale du plan. 

Introduisons maintenant la notion fondamentale de distance 
algébrique d'un point quelconque M à un plan donné n. Soit d la 
distance de ce point au plan n. 

On appellera distance algébrique Ô du point M à x le nombre d 
pris avec le signe + ou — selon que M et O sont situés de part et d'autre 
ou du même côté de x. 

Si l’origine des coordonnées O est située sur le plan x, on pose Ô 
égal à +d dans le cas où M se trouve du côté de x vers lequel est 
orienté n et égal à —d dans Île cas contraire. 

On a l'importante proposition suivante. 
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Théorème 5.3. Le premier membre de l'équation normale du plan 
(5.44) est égal à la distance algébrique du point M (x, y, z) au plan n 
d'équation (5.44). 


Démonstration. Soit Q la projection du point M sur le 
vecteur directeur n (fig. 5.9). La distance algébrique à du point A1 


à x est égale à PQ. En vertu de la relation de Chasles, on a 
ô = PQ = 0Q — OP = 0Q — p. (5.45) 


Or, 60 = pr, OM et pr, OM = xcos a + y cos B +zcosy en 
vertu des formules (5.42) et (5.43), donc 


OQ = zx cos « + y cos B + z cos y. (5.46) 


En comparant les formules (5.45) et (5.46), on obtient ô = x cos « + 
+ y cos B + z cos y — p. C.q.f.d. 


Le théorème 5.3 nous conduit à la règle suivante: pour 
trouver la distance algébrique Ô d'un point M, (zo, Yo, Zo) à un plan n 
il faut substituer les coordonnées zo, Yo, Z0 du point M, à x, y et z dans 
le premier membre de l'équation normale du plan x. 

Il est évident que cette règle permet de trouver la distance 
d'un point M au plan x, car celle-ci est égale au module de la distance 
algébrique. 

Indiquons en conclusion la marche à suivre pour ramener l’équa- 
tion générale (5.31) à la forme normale (5.44). 

Etant donné que l'équation générale et l'équation (5.44) sont les 
équations d’un même plan, on peut exhiber un nombre t (en vertu 
de la remarque de la fin du n° { de ce paragraphe) tel que 


LA = cos a, tB=cosB, ({C = cos y, tD = —p. (5.47) 


En élevant les trois premières égalités (5.47) au carré, en les addition- 
nant et en tenant compte du fait que la somme des carrés des cosinus 
directeurs est égale à 1, on obtient t° (4° + B° + C*) = 1, d'où 


1 é 
rene (5.48) 

Reste à préciser le signe qu'il faut prendre dans la formule (5.48). 
Vu que par définition la distance p est =>0, on déduit de la dernière 
égalité (5.47) que le signe de t est contraire à celui de D. 

Donc, pour réduire l'équation générale du plan Az + By + 
+ Cz + D = 0 à la forme normale (5.44), il faut la multiplier par le 
Jacteur de normalisation (5.48) pris avec le signe contraire de celui de D. 


L= + 


6. Faisceaux et réseaux de plans. On appelle faisceau de plans 
l'ensemble de tous les plans passant par une droite L. 
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On a la proposition suivante qui, mutatis mutandis, est identique 
au théorème 5.2. 

Si Air + B;y + Ciz + D, =0 et Asx + Boy + C:z + D, = 0 
sont les équations de deux plans distincts et non parallèles se coupant 
suivant une droite L, et æ&, B des nombres arbitraires non tous deux 
nuls, alors 


œ (A,x + Biy + Ciz + D) + B (A4oz + Boy + Coez + D) = 0 
(5.49) 


est l'équation d'un plan passant par L. Tout plan contenant la droite L 
est défini par l'équation (5.49) pour certaines valeurs de a et B 

La démonstration de ce théorème (qui ne contient aucun élément 
nouveau par rapport à celle du théorème 5.2) est laissée au soin du 
lecteur. 

Cette proposition nous permet de définir la droite d’intersection ZL 
de deux plans distincts non parallèles 4,x + By + C;z + D, = 0 
et A,z + Boy + Coz + D, = 0 non seulement à l’aide des équations 
de ces plans, mais à l’aide aussi de deux équations quelconques du 
faisceau (5.49) (pour des valeurs quelconques de « et B). 

L'ensemble de tous les plans passant par un point M, (to, Yos 20) 
s'appelle réseau de plans (de centre M). 

Il est immédiat de s'assurer que l'équation d'un réseau de centre 
Mo (Zos Yor Zo) est de la forme 


À (x — 30) + B (y — yo) + C (2 — 20) = 0, (5.50) 


où À, Bet C sont des nombres quelconques non tous nuls. 

En effet, tout plan défini par l'équation (5.50) passe par le point 
Mo (Zos Yor Z0o)- D'autre part, si x est un plan passant par le point 
Mo (Zor Yo» Zo), alors il est défini de façon unique par la donnée de M, 
et de son vecteur normal n ={4, B, C}, donc par l'équation (5.33) 
(cf. n° 1 de ce paragraphe) qui est confondue avec l'équation (5.50). 


$ 4. La droite dans l’espace 


1. Equations canoniques d’une droite dans l’espace. Au n° 6 du 
paragraphe précédent, nous avons signalé qu'une droite de l’espace, 
intersection de deux plans distincts et non parallèles, d'équations 
respectives ÀA,r + B;y + C;:+D, =0 et Ar + Boy + Coz + 
+ D, = 0 *) pouvait être définie soit par les deux équations de ces 


*) Du n°0 3,83 il s'ensuit qu'une ee nécessaire et suffisante pour que 


se plans d'’ équations respectives Aix + By + Cis + D, =0 et A,z + 
B;,y + Caz + D, = 0, ne soient DE ConlG dus et paralleles est que j’une 
au moins des proportions suivantes — = pet soit violée. 
A2 Da Ci 
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plans, soit par deux équations différentes quelconques du faisceau 
a (4,7 + Biy + Ciz + D) + B (Aoz + Boy + Cez + De) = 0 


(pour des valeurs arbitraires de & et B). 

Dans de nombreux problèmes, il est plus commode de se donner 
les équations de la droite dans l’espace sous une forme spéciale à 
l'étude de laquelle nous allons passer. 

Etablissons les équations d'une droite passant par un point donné 
M, (1, Ys 21) de l'espace et admettant un vecteur directeur connu 
q ={l, m, n}. Remarquons à cet effet qu'un point M (x, y, z) est 


— 
situé sur la droite indiquée si et seulement si les vecteurs M, — 
= {x — 2,y — y,,z — z,} et q —{l, m, n} sont colinéaires, c'est-à- 
dire si et seulement si leurs composantes sont proportionnelles (cf. 
corollaire du théorème 2.17): 


ST (5.51} 
Les équations (5.51) sont les équations de la droite passant par le 
point M, (x, y1, Z,) et colinéaire au vecteur q = {l, m, n}. Ces équa- 
tions s'appellent équations canoniques de la droite. 

À noter que dans les équations canoniques (5.51) deux nombres 
l, met n au plus peuvent être nuls (mais pas tous les trois, car le 
vecteur q —{Ù, m, n} n'est pas nul). Comme nous avons convenu de 


comprendre par proportion + —_ = l'égalité ad = bc, la nullité de 


l'un des dénominateurs de (5.51) signifie la nullité du numérateur 
correspondant. Supposons par exemple que 1L=0 et n 0 (l'un 
au moins des nombres !, m et n n’est pas nul). Alors de la proportion 
1 == qui est équivalente à l'égalité (x — zx,) nr = 
— (2 — z,) 1, on déduit que zx — x, = (. 

Montrons en conclusion comment on peut ramener une droite 
définie par les équations 


A,tz-; Byy+C;z+D,=0, 
A,xz- Boy Co2+ D,=0 


à la forme canonique (5.51). Il suffit de trouver: 1) au moins un 
point M, (x;, Y1, Z) par lequel passe la droite (5.52), 2) un vecteur 
directeur q —{!, m, n} de la droite (5.52). 

Commençons par chercher les coordonnées z,, y,, z, du point M; 
par lequel passe la droite (5.52). Les plans définis par les équations 
(5.52) n'étant ni parallèles ni confondus, l'une au moins des pro- 


portions suivantes ne = 7, St mise en défaut. Cela signifie 


À: 
A1 B: B: C3 À; ai 
A2 BP: Ba Ca A2 CaË 


(5.52) 


que l'un au moins des déterminants, | 
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est différent de O (cf. Complément au chapitre 1, n° 1). Supposons 
pour fixer les idées que le déterminant | = | est non nul. Alors, 
en prenant à la place dzunnombre arbitraire zetenle 
portant dans l’équation (5.52), on déduit du système (5.52) les valeurs 


z, et y, correspondant à z,: 
z,= Ba (C221 + Da) — Ba (C1z1 + Di) 


A1B:— A:B; 9 
— A3 (Cr Di)— A1 (Cars Ds) (5.53) 
: _ A1B2 — AB; 


On peut en particulier prendre z, = 0. En se servant des formules 


(5.53), on trouve que la droite (5.52) passe par le point M, | RD» 
AoD1 — ÀA;Da 0) 
A, B;—43B," )" 

Pour trouver les composantes !, m et n du vecteur directeur q 
de la droite (5.52), on remarquera que ce vecteur est orthogonal aux 
vecteurs normaux n, —{4,, B,, C;} et n, ={4,, B,, CA} des plans 
{5.52), de sorte qu'on peut poser q ={{, m, n} égal au produit vectoriel 
{n,n.]. En développant le produit vectoriel par rapport aux compo- 
santes (cf. n° 6, $ 3, chap. 2) on obtient ! = B,C, — B,C;, m = 
= Cia — CoA,,n = AB; — A,B:. 


Donc, lorsque le déterminant . É | = 0, les équations canoni- 
2 Dr 


ques de la droite (5.52) sont de la forme 


7 — B1D2 — BrDi __42Di— AD: 
À1B23 — A2b; . ÿ AB — A:B; _ A 
BiCo— Bal, CiAe—C241  A1Ba — AB" 


Mutatis mutandis, on obtient des équations canoniques analogues pour 


: ; ; (84 À; C 
les cas où sont non nuls les déterminants | É C, re |. 


2. Equations d’une droite passant par deux points distincts 
Mrs, Yus 21) et Maxas Yoas Ze). Ces équations sont de la forme 


AUDE VU r 2771 


T2 — T1 Y2—ÿY1 22 — 21 
Pour les établir, il suffit de remarquer que cette droite passe par le 
point WM,(x;,, y1, 1) et admet pour vecteur directeur le vecteur 
——> 


q = M,Mo = {re — ZX, Ya — Y1s Z2 — 2}, et de se servir des équa- 
tions canoniques (5.51). 


3. Equations paramétriques de la droite dans l’espace. Les équa- 
tions paramétriques de la droite dans l’espace se déduisent de façon 
élémentaire des équations canoniques (5.51) de cette droite. Prenons 
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pour paramètre { chaque rapport (5.51). Puisque l’un des dénomina- 
teurs (5.51) est :£0 et que le numérateur correspondant peut prendre 
des valeurs quelconques, le domaine de variation du paramètre t est 
l’axe des réels tout entier, soit £ € ]—o0o, +oof. On obtient x — x; — 


=, y—y, = mt, z— 2, = nt, ou en définitive 
z=z,— lt, 
y=y, —mt, (5.54) 
z—2,+ni. 


Les équations (5.54) sont les équations paramétriques de la droite. 
Si l'on assimile le paramètre f{ au temps, les équations paramétriques 
(5.54) décrivent la loi du mouvement rectiligne d'un point matériel 
se déplaçant à une vitesse constante v — W [? + m° + n° (ce mouve- 
ment s'effectue par inertie). 


&. Angle de deux droites dans l’espace. Conditions de parallélisme 
et d’orthogonalité de deux droites. Soient L, et Z, deux droites dans 
l’espace définies par leurs équations canoniques 


T— TZ] ÿy —ÿ1 Z — 2] T — Le y — Ya Z— 2e 


—— = ———— tt ———— = ——— = ———— |, 


li mi] ni l2 Ma | na 


Déterminer l'angle de ces deux droites revient à déterminer l’angle 
o de leurs vecteurs directeurs 


Qi ={lr mi, m1} et qs ={l;,, m,, ne}. 


En développant le produit scalaire q,q: = | q, | | q, | cos œ et 
les modules | q, | et | q, | par rapport aux composantes, on obtient 
la formule suivante pour : 


lile + mimstnins 5 55 
VH+mitni VE+mi+ni rl 
La condition de parallélisme des droites L, et L, qui est équivalente 


à la colinéarité des vecteurs q, et q. s'exprime par.la proportionnalité 
des composantes de ces vecteurs, c'est-à-dire est de la forme 


COS ® — 


= 0 (5.56) 


La condition d'orthogonalité des droites L, et L, peut être déduite 
de la formule (5.55) (pour cos p = 0) ou en égalant à zéro le produit 
scalaire des vecteurs q, et q,. Cette condition s'écrit 


Lilo + MiMms + nins = 0. (5.57) 


5. Condition de coplanation de deux droites. Deux droites L, 
et L, de l’espace peuvent: 1) se couper, 2) être parallèles, 3) être 
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non coplanaires. Dans les deux premiers cas, les droites L, et Z, 
sont situées dans un même plan. 


Etablissons la condition de coplanation de droites définies par 
leurs équations canoniques 


11 est évident qu'une condition nécessaire et suffisante pour que ces 

— — 
droites soient coplanaires est que les trois vecteurs M,M, = 
= {Ts — Lys Ve — Vas Ze — Zi}, 1 = {ls M, Ma} et e ={le, Me, Re} 
le soient aussi. A cet effet, il est nécessaire et suffisant que leur pro- 
duit mixte soit nul. En développant le pro- 
duit mixte de ces vecteurs par rapport aux 
composantes (cf. n° 7, $ 3, chap. 2), on est 
conduit à la condition nécessaire et suffisante 
de coplanation des deux droites L, et L.: 


T2 Ty Ye Us 22: 
l, me, ny |—0. (5.58) 
Lo Mo Ne 
Fig. 5.10 Si les droites L, et L, satisfont à la con- 
dition (5.58), alors ou bien elles se cou- 
pent ou bien elles sont parallèles. Etant donné que la condi- 


tion de parallélisme des droites L, et L, est de la forme (5.56), 
pour que ces droites se coupent il est nécessaire et suffisant qu'elles véri- 


fient la condition (5.58) et que l'une au moins des proportions _ L 


= — — — soit violée. é 


6. Angle d’une droite et d’un plan. Conditions de parallélisme et 
d’orthogonalité d’une droite et d’un plan. Soient un plan x d'équa- 
tion générale Ar + By + Cz + D = 0 et une droite L donnée par 

T1 ÿT Yi Z— 2] 


, . e LT— 
ses equations canoniques MR. = — — Eur 


m 
Etant donné que l'angle q de L et de n est complémentaire de 
l'angle + du vecteur directeur q = {l, m, n} de L et du vecteur normal 
n ={4, B, C} de n (fig. 5.10), la définition du produit scalaire 
qn=|q|linl|cosy et l'égalité cosy = sin nous donnent la 
formule suivante 
Al+ Bm+Cn 


VAR CE Vrpain 
pour l'angle @ de L et de n. 


sin @ — 
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La condition de parallélisme de la droite L et du plan x, qui inclut 
l'appartenance de L à x, est équivalente à la condition d’orthogona- 
lité de n et q, c'est-à-dire à la nullité du produit scalaire de ces 
vecteurs : 


Al + Bm + Cn = 0. (5.59) 
La condition d'orthogonalité de la droite L et du plan x est équiva- 


lente à la condition de parallélisme des vecteurs n et q, c'est-à-dire 
à la proportionnalité de leurs composantes 


F0 
L m n ° 
7. Conditions d’appartenance de la droite = = 


__Z—2 
n 


au plan Az + By + Cz + D = 0. Ces conditions s'ex- 
priment par les deux égalités suivantes: 


An +By +Cza +D=0, Al+Bm+Cn=0, (5.60) 


dont la première dit que le point M, (x:, y,, z,) par lequel passe cette 


droite appartient au plan et la deuxième, que cette droite est parallèle 
au plan (5.59). 


8. Réseau de droites. L'ensemble de toutes les droites passant 
par un point donné M, (x,, y, z,) s'appelle réseau de droites de centre 
M. Il est immédiat de s'assurer que les équations d'un réseau de 
droites de centre ÂW, (x1, y1, Z,) sont de la forme 


(5.61) 


où !, m et n sont des nombres quelconques non tous nuls. 

En effet, toute droite définie par les équations (5.61) passe par 
le point A, (x, Yi, 21). Par ailleurs, si Z est une droite donnée à priori 
passant par W, (x,, y1, 21), elle est définie de façon unique par la 
donnée du point 4, (x;, ÿ:, z1) et d’un vecteur directeur q ={l, m, nr}, 
et par suite est définie par les équations canoniques (5.51) qui sont 
confondues avec les équations (5.61). 


$ 5. Quelques problèmes sur la droite 
et le plan dans l’espace 


1. Condition d’intersection de trois plans en un point et un seul. 
Pour que trois plans d'équations respectives 
At+B,y+C;z+D,=0, 
Az + By +C:2z+D,=0, (5.62) 
At + Bsy + Csz+ D, =0 
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se coupent en un point et un seul, il est nécessaire et suffisant que 
soit non nul le déterminant 


À, B; C; 
4 Bs Col. (5.63) 
Às B; Cs 


En effet, ceci est une condition nécessaire et suffisante pour que le 
système (5.62) admette une solution unique (cf. Complément au 
chapitre Â). 


2. Equation du plan bissecteur d’un dièdre. Ecrivons les équa- 
tions des deux plans donnés sous la forme normale : 


x COS & + y cos B, + z cos y, — p, = 0, 
ZT COS Ga —+ y COS Bo + Z COS Ya — pa = 0. 


Les premiers membres de ces équations sont respectivement égaux 
aux distances algébriques 6, et 6, d’un point AJ (x, y, z) au premier 
et au deuxième plan. Sur le plan bissecteur qui correspond au dièdre 
contenant l’origine des coordonnées, ces distances sont égales en 
module et ont même signe, sur l’autre plan bissecteur, elles sont 
égales en module et de signes contraires. 

Donc, les équations des plans bissécteurs sont de la forme 


(x cos à, + y cos f, + z cos ÿ;, — ps) — 
— (x cos a + y cos Be + Z COS Ye — ps) = 0 
et 


(x cos &;, + y cos B, + z cos y, — p,) + 
+ (x cos & + y cos B; + z COS Ya — p+) = 0. 


3. Conditions d’intersection d’un plan et d’un segment AB. Ecri- 
vons l'équation de ce plan sous la forme normale, portons dans le 
premier membre de cette équation d’abord les coordonnées du point À 
et ensuite celles du point B et calculons les distances algébriques 6, 
et Ô, des points À et B à ce plan. 

Pour que ce plan coupe le segment AB, il est nécessaire et suffi- 
sant que les points À et B soient situés de part et d'autre de lui, 
c'est-à-dire que Ô, et Ô, soient de signes contraires. 


4. Position relative de deux points donnés À et B par rapport aux 
dièdres de deux plans. Etant donné deux points À et B et deux plans 
concourants, on demande de déterminer la position relative de ces 
points par rapport aux dièdres de ces plans. 

Ecrivons les équations de ces plans sous la forme normale, 
calculons les distances algébriques ô4’ et ô#’ du point À au premier 
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et au deuxième plan et les distances algébriques Ô8 etôg du point Bau 
premier et au deuxième plan. Le signe de ces disances nous permet de 
situer les points À et B par rapport à ces plans. Il est évident que 
si les points À et B sont situés d'un même côté du premier et d’un 
même côté du deuxième plan, ils se trouvent dans un même dièdre. 
Si les points À et B sont situés d'un même côté d’un plan et de part et 
d’autre de l’autre plan, ils se trouvent dans des dièdres adjacents. 
Si enfin À et PB sont situés de part et d'autre d’un plan et de part 
et d’autre de l’autre plan, ils se trouvent dans les dièdres opposés. 


5. Equations de la droite passant par un point donné #,(x;, y,, 2,) 
et perpendiculaire à un plan donné Az + By + Cz + D = 0. Ces 
équations sont de la forme 

T— ZT; ÿ— Yi Z— 2] 


puisque le vecteur directeur de la droite est le vecteur normal n — 
= {À, B, C} du plan. 


6. Equation du plan passant par un point donné H, (x,, Yo» 20) 
et parallèle à un plan donné 4,x + B,y + C,z + D, = 0. Cette 
équation est de la forme 


A1 (2 — Zo) + B1 (y — yo) + C1 (Z — 20) = 0. 

En effet, le plan cherché appartient au réseau de plans (5.50) 
et admet le même vecteur normal n — {A,, B;,, C;} que le plan 
donné. 

7. Equation du plan passant par un point donné YW,(zx,, Yo» 20) 
et perpendiculaire à une droite donnée = = __— = <= 
Cette équation est de la forme 

LE — %o) + m (y — yo) + n (2 — 20) = 0. 


En effet, le plan cherché appartient au réseau (5.50) et admet 
pour vecteur normal le vecteur directeur q ={}, m, n} de la droite 
donnée. 

T—z; 


8. Equation du plan passant par une droite donnée 


_ Y— = — Z1 


et par un point M(xr,;, Yo, Zo) non situé sur 


cette droite. Le plan cherché appartient au réseau (5, 90), c'est-à-dire 
est défini par l'équation À (z — Zzo) + B(y— yo) +C ( — Zo) = 
— 0. Les conditions (5.60) d'appartenance d’une droite à un plan 
nous donnent les égalités suivantes : 


À (Zi — 20) + B (y: — Yo) + C\(Z1 — 20) = 0, 
Al + Bm + Cn — 0. (5.64) 
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Par hypothèse le point M, (to, Yo, Zo) n’est pas situé sur la droite. 
Cela signifie que l’une au moins des proportions A — 


= 2 - #1 ©: 
n 


est violée et par suite on peut déterminer 


deux ‘des coefficients À, B et C en fonction du troisième à partir 
du système (5.64). En choisissant arbitrairement ce troisième coeffi- 
cient (en le posant égal à 1 par exemple), on obtient l'équation du 
plan cherchée. 


9. Equation du plan passant par une droite donnée =" 


UP 
1H — Nu et parallèle à une autre droite donnée = = 
2 


— IH Es = = *), Soit Az'+ By + Cz + D =0, l'équation 


du Stan cherché. En se servant des conditions (5.60) d'appartenance 
d’une droite donnée à un plan donné, on obtient Az, + By, + Cz, + 
+ D = 0, Al + Bm, + Cr; = 0. La condition (5.59) de parallé- 
lisme du plan cherché à la deuxième droite donnée entraîne A4!, + 
+ Bm, + Cn: = 0. En définitive, on obtient le système d’équa- 
tions 

Az, + By, +Cz, + D=0, 

Al, + Bm, :-Cn, = 0, 

Al, + Bm, + Cr = 0, 


dans lequel trois des coefficients À, B, Cet D peuvent être exprimés 
en fonction du quatrième (étant donné que les deux droites données 
ne sont pas parallèles et que l'une au moins des proportions est violée, 
l’un au moins des déterminants d'ordre trois de la matrice 


Ti Yy 21 À 
l mn, 0 
l, mn, 0 
est non nul et par suite trois quelconques des coefficients 4, B, Cet 


D peuvent être exprimés en fonction du quatrième). En posant ce 
quatrième coefficient égal à 1, on obtient l’équation du plan cherché. 


10. Equation du plan passant par une droite L, et perpendiculaire 
à un plan x donné. Ce problème se ramène au précédent. En effet, 
menons d’abord par un point M, de L, une droite Z, orthogonale au 
plan x (cf. n° 5) et ensuite par la droite L, un plan parallèle à Z.. 


11. Equations de la perpendiculaire abaiïissée d’un point M, sur 
une droite donnée L,. Cette perpendiculaire est l'intersection de 


*) On admet que ces deux droites ne sont pas parallèles. 


*s 
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deux plans: 1) le plan passant par M, et la droite L, (ce plan a été 
construit au n° 8); 2) le plan passant par M, et perpendiculaire à la 
droite Z, (ca plan a été construit au n° 7). 


12. Distance d’un point donné #, à une droite donnée Li. Au 
numéro précédent, nous avons établi les équations de la perpendicu- 
laire L, abaissée d’un point MW, sur une droite Z,. En résolvant le 
système formé par les équations des droites L, et L,, on trouve le 
point 4f,, pied de la perpendiculaire indiquée, et ensuite la distance 


—— 
cherchée qui est égale au module de A7,W,. 


13. Perpendiculaire commune à deux droites L; et L: non copla- 
naires. Menons par la droite L; le plan x, parallèle à Z2 (cf. n° 9), 
puis deux plans x, et x, perpendiculaires à n, et passant respective- 
ment par L,et Z, (cf. n° 10). La perpendiculaire cherchée est l'in- 
tersection des plans x, et 7%. 


14. Détermination de la plus courte distance de deux droites L, 
et Le non coplanaires. Il suffit de tracer le plan x, du numéro précé- 
dent et de trouver la distance d’un point quelconque de Z, au plan x. 


CHAPITRE 6 


CONIQUES 


Dans ce chapitre, on se propose d'étudier les propriétés géométri- 
ques de l'ellipse, de l'hyperbole et de la parabole 
qui sont des courbes obtenues par la section d’un cône circulaire par 
des plans ne passant pas par son sommet. Ces courbes se rencontrent 
fréquemment dans les problèmes scientifiques. Ainsi, l'équation du 
mouvement d'un point sous l'action de la pesanteur décrit une 
parabole. 

On étudie aussi des courbes du second degré, c'est-à-dire des 
courbes définies en coordonnées cartésiennes par des équations 
algébriques du second degré. On montre en particulier que l’ellipse, 
l'hyperbole et la parabole sont des courbes de ce type et que les seules 
courbes définies par des équations du second degré sont les coniques 
et les courbes étudiées au chapitre précédent. 


$ 1. Equations canoniques de l’ellipse, 
de l’hyperbole et de la parabole 


On a dit plus haut que l’ellipse, l'hyperbole et la parabole sont des 
courbes obtenues par la section d'un cône circulaire par des plans ne 
passant pas par son sommet. Plus exactement, on obtient une ellipse 
(fig. 6.1, a) si le plan sécant coupe toutes les génératrices d'une 
nappe du cône : une hyperbole (fig. 6.1, b), s’il coupe les génératrices 
des deux nappes: une parabole enfin (fig. 6.1, c) s'il est parallèle à 
une génératrice (la droite AB sur la figure 6.1, c). 

Dans ce paragraphe, on donne des définitions spéciales de l'ellipse, 
de l’hyperbole et de la parabole fondées sur leurs propriétés focales 
et on déduit les équations canoniques de ces courbes. Plus bas au n° 4, 
$ 3, on établira l’équivalence de ces définitions spéciales et des dé- 
finitions de l’ellipse, de l’hyperbole et de la parabole par sections 
coniques. 
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1. L’ellipse. 


Définition. On appelle ellipse le lieu géométrique des points du 
plan dont la somme des distances à deux points fixes F, et F, de ce plan, 
appelés foyers, est une constante égale à 2a *). 


CSN ET 


Ellipse ‘yperbole Parabole 
a) ) c) 
Fig. 6.1 


Il est évident que sé les foyers sont confondus, l'ellipse est un 
cercle. 

Etablissons l'équation canonique de l’ellipse. A cet effet, plaçons 
l'origine du système de coordonnées au milieu du segment F,F, et 
orientons les axes Or et Oy comme 
sur la figure 6.2 (si les foyers F', et 
F, sont confondus, l’origine © l'est 
avec F, et F,,et pour Ox on peut 
prendre tout axe passant par O). 

Posons F,F, — 2c. Alors les coor- 
données respectives des foyers F, et 
F, sont (—c, O)et (c, 0). Ilest par ail- 
leurs évident que 2a => 2c, c'est-à-dire Fig. 6.2 
que a >c. Soit f(x, y) un point 
du plan (fig. 6.2). Désignons parr,etr, les distances de 7 à F, eL. 
F, **). Par définition de l'ellipse, l'égalité 


ri +re = 2a (6.1) 


est une condition nécessaire el suffisante pour que le point AI (x, y) 
appartienne à cette ellipse. 


*) Si 4f est un point de l'ellipse (cf. fig. 6.2), alors AMF, + MF, = 2u 
et comme la somme de deux côtés d'un triangle est supérieure au troisième côté. 
il vient 2a > 2c. Le cas 2a = 2c est à exclure, car le point A7 appartiendrait 
au segment F,F, et l'ellipse dégénérerait en un segment. 

; st On appellera MF, et MF, les rayons vecteurs du point M (note du tra- 
ucteur). 


ge 
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La formule de la distance de deux points (cf. formule (1.8), 
n° 2, $ 3, chap. 1) nous donne 


n=VG+p+u, n=V(—-c+ (6.2) 

De (6.1) et (6.2), il s'ensuit que la relation 
VEFOE + Va rue 2a (6.3) 
est une condition nécessaire et suffisante pour que le point M (x, y) soit 
situé sur l’ellipse. Donc, la relation (6.3) peut être traitée comme une 


équation de l'ellipse. En éliminant les radicaux, on ramène cette 
équation à la forme | 


++ 1, (6.4) 


Da" 0"), (6.5) 


L'équation (6.4) résultant de l'équation de l'ellipse (6.3), elle est 
satisfaite par les coordonnées x et y de tout point de l'ellipse. Mais 
comme toute transformation algébrique liée à l'élimination des 
radicaux est susceptible de faire apparaître des racines étrangères, 
nous devons nous assurer que tout point A dont les coordonnées 
satisfont à l’équation (6.4) est bien situé sur l’ellipse. A cet effet, 
il suffit visiblement de montrer que les rayons vecteurs r, et r, 
de tout point M vérifient la relation (6.1). Supposons donc que les 
coordonnées zx et y de M satisfont à l'équation (6.4). En portant y° 
tiré de (6.4) dans l’expression (6.2) de r,, on obtient, tous calculs 


élémentaires faits, r, = / (a + _ z) . Comme a + . z>0"**), 
il vient r, = a + < 2. On établit de façon analogue que r, = 


C . ee A7? 
=a——xz. Donc, pour le point 4 considéré on a 
C C 
y=atz, P=0—— 2, (6.6) 


c'est-à-dire que r, + r, = 2a et le point M considéré se trouve sur 
l’ellipse. L'équation (6.4) s'appelle équation canonique de l'ellipse. 
Les quantités a et b s'appellent respectivement demi-axe focal et 
demi-axe non focal. 


*) On rappelle que ea > c, donc a? — € > 0. 
**) Puisque | r| <a et = < 1. A noter que l'inégalité | z | < a résulte 


3 
directement de l'équation (6.4) d'où il est clair que << 1. 
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Remarque. Si les demi-axes a et b de l'ellipse sont égaux, 
l’ellipse est un cercle dont le rayon est R = a = b et le centre, 
l’origine des coordonnées. 


2. L'hyperbole. 


Définition. On appelle hyperbole le lieu géométrique des points du 
plan dont le module de la différence des distances à deux points fixes F, 
et F, de ce plan appelés foyers est une quantité constante égale à 2a *). 


Pour établir l'équation canonique de l’hyperbole, plaçons l'ori- 
gine des coordonnées au milieu du segment F,F, et orientons les axes 
Ox et Oy comme sur la figure 6.2. Supposons que F,F, = 2c. Alors 
les coordonnées des points F, et F, sont respectivement (—c, 0) et 
(c, 0). Il est évident que 2a << 2c, c'est-à-dire que a << c **). 

Soient A7 (x, y) un point du plan (fig. 6.2), r, et r, les rayons 
vecteurs WF, et MF, de M. Par définition de l'hyperbole, l'égalité 

Ir —r, | = 2a : | (6.7) 
est une condition nécessaire et suffisante pour que le point M apbartienne 
à l'hyperbole. | | Li | 

Les expressions (6.2) der, ét de r, et l'égalité (6.7) nous permettent 

d'obtenir la relation suivarue : 


V'E++R-V +] 20 (6.8) 


qui est une condition nécessaire et suffisante pour qu'un point M (x, y) 
soit situé sur cette hyperbole. En éliminant les radicaux, on ramène 
l'équation (6.8) à la forme : 


z2 y? 
= 1, (6.9) 
où 
b* = c° — a°,. (6.10) 


Nous devons nous assurer que l'équation (6.9) déduite de. (6.8) 
par des transformations algébriques ne contient pas de racines étran- 
gères. Il suffit pour cela de montrer que les rayons vecteurs r, et r, 
de tout point M dont les coordonnées zx et y satisfont à l'équation 
(6.9), vérifient Ja relation (6.7). En reprenant les raisonnements qui 


*) On admettra naturellement que les foyers F, et F2: sont distincts, sinon 
aucun point du plan ne satisferait à (6.7). Si 2a=0 et F; = F2, alors (6.7) est 
satisfaite par tout point du plan. 

**) Si M est un point de l'hyperbole, | AF, — MF, | = 2a et comme 
la différence | MF, — MF, des côtés MF, et MF, du triangle MF,F, est 
strictement inférieure au troisième côté F,F, = 2c, il vient 2a << 2c. Le cas 
2a = 2c est à exclure. puisque Af sera alors situé sur la droite F,F, à l'extérieur 
du segment F,F, et l'’hyperbole dégénère en deux demi-druites. 
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nous ont servi à établir les formules (6.6), on trouve les expressions 
suivantes *): 


a+<xz pour x>0, —a+<z pour z>0, 

Fr, = Ta = 
—a—<xz pour << 0, az pour z< 0. 
(6.11) 


« 


Donc, le point À] considéré appartient à l’hyperbole puisque 
[Jr — re | = 24. 

L'équation (6.9) s'appelle équation canonique de l'hyperbole. 
Les quantités a et b s'appellent res- 
pectivement demi-axe focal et demi- 
o M(Z, y) are non focal de l'hyperbole. 


3. La parabole. 


Directrice 


Définition. On appelle parabole le 
lieu géométrique des points du plan 
équidistants d'un point fire F et d'une 
droite fixe de ce plan ne passant pas 
par F*#), 

Fig. 6.3 Le point F s'appelle foyer, la droite 
fixe, directrice. 

Pour établir l'équation canonique de la parabole, plaçons l’origine 
O du système de coordonnées au milieu de la perpendiculaire FD 
abaissée de F sur la directrice, et orientons les axes Oz et Oy comme 
sur la figure 6.3. Posons FD = p. Alors le point F a pour coordonnées 
{p/2, 0). Soit A7 (x, y) un point du plan. Désignons par r son rayon 
vecteur et par d la distance de #7 à la directrice. Par définition de la 
parabole, l'égalité 


r=d (6.12) 


est une condition nécessaire et suffisante pour que le point M appartienne 
à la parabole. Comme 


r=V/(s-+)+u, date), (613 


*) 11 faut tenir compte du fait que | x | > a, et que - > 1. A noter que 


l'inégalité | x | > a résulte directement de l’équation (6.9). 

#*) Si la droite passe par F, la parabole dégénère en une droite. 

++) Cette formule n'est valable que pour les points d'abscisses x >> 0. 
Il est aisé de voir que pour les porn tels que r < Oonar > detces points ne 
peuvent appartenir à la parabole. 


8 2] ÉTUDE DE LA FORME DES CONIQUES 135 


la relation 
VT-rv-r+e 19 


est, en vertu de (6.12), la condition nécessaire et suffisante pour que le 
point M (x, y) soit situé sur cette parabole. Donc, la relation (6.14) peut 
être regardée comme l'équation de la parabole. En éliminant les 
radicaux, on ramène cette équation à la forme 


$ = 2pz. (6.15) 


Assurons-nous que l'équation (6.15) déduite de (6.14) par des trans- 
formations algébriques ne contient pas de racines étrangères. Il 
suffit de montrer pour cela que la relation (6.12) est réalisée pour 
tout point M dont les coordonnées x et y satisfont à l'équation (6.15). 

De la relation (6.15), il s'ensuit que les abscisses x des points 


considérés sont >0. Pour ces points on a d = £ + zx. Trouvons 


maintenant l'expression du rayon vecteur MF = r du point M. En 
portant y* tiré de (6.15) dans (6.13) et en tenant compte de ce que 


z > 0, on trouve r = 5 + z. Donc, r = d pour ces points: c'est-à- 


dire que ces points sont situés sur la parabole. 
L'équation (6.15) s'appelle équation canonique de la parabole 
et la quantité p son paramètre. 


$ 2. Etude de la forme de l’ellipse, 
de l’hyperbole et de la parabole 
par leurs équations canoniques 


La figure 6.1 représente clairement l'ellipse, l'hyperbole et la 
parabole. Mais l'étude des équations canoniques de ces courbes 
permet de dégager des propriétés qui caractérisent leur forme avec 
davantage de précision. 

1. Etude de la forme de l’ellipse. Pour la commodité, récrivons 
l'équation canonique de l'ellipse (6.4): 


+ = 1. (6.4) 


Pour fixer les idées, on admet que a > b. 

4° L'ellipse possède deux axes de symétrie perpendiculaires (les axes 
principaux de l'ellipse) et un centre de symétrie (le centre de l'ellipse) *). 
En effet, les quantités x et y figurent à des puissances paires dans 
(6.4). Donc, si les coordonnées x et y d'un point M satisfont à l’équa- 


LA 
a 


*) Si l'ellipse est un cercle, toute droite passant par le centre est un axe 
de symétrie. A noter que le centre de l'ellipse est le point d’intersection des axes 
principaux. 
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tion (6.4), il en sera de même des points (—zx, y) et (x, —y) symé- 
triques de À par rapport aux axes de coordonnées, et du point 
E au symétrique de Àf par rapport à l'origine des coordonnées 
fig. 6.4). 

Donc, si l’ellipse est donnée par son équation canonique (6.4), ses 
axes principaux sont les axes de coordonnées et son centre, l'origine des 
coordonnées. Les points d'intersection de l'ellipse avec ses axes 


Fig. 6.5 


principaux s'appellent sommets de l’ellipse. Les coordonnées respecti- 
ves des sommets À, B, C et D de l’ellipse (fig. 6.4) sont (—a, O0), 
(0, b), (a, 0), (0, —b). 


Remarque 1.]Ilest évident que les segments engendrés par 
l'intersection de l’ellipse avec ses axes principaux sont de longueur 
2a et 2b. Comme 2a >> 2b, l'axe principal dont l’intersection avec 
l'ellipse nous donne le segment de longueur 2a s'appelle grand axe 
ou axe focal de l'ellipse, l’autre axe, étant le petit axe ou axe non focal 
de l'ellipse. 

Si l’ellipse est définie par l'équation (6.4), l’axe focal sera Oz 
pour a > bet l’axe non focal, l’axe Oy. Vice versa pour b > a. 


Remarque 2. Ilest évident que les foyers de l'ellipse sont 
situés sur son axe focal. 

2° L'ellipse est entièrement comprise dans le rectangle |x |< a, 
| y | < b (fig. 6.4). En effet, de l'équation canonique (6.4) il s'ensuit 


que _ <iet L< 1. Ces inégalités sont visiblement équivalentes 


aux inégalités [z [<a et |y|<b. 
3° L'ellipse se déduit du cercle par une affinité. Soit le cercle 
(fig. 6.5) d'équation 


z° y? > 46 
+=. (6.16) 
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Associons à tout point (x, y) du cercle (6.16) un point (x, y) tel 
que z=zrety— S y. Il est évident que l'image du eee (6.16} 


par cette transformation est la courbe d’équation + +È CR = 1. 
c'est-à-dire une ellipse. 


2. Etude de la forme de l’hyperbole. Ecrivons de nouveau l'équa- 
tion canonique de l’hyperbole 


y 
TT à (6.9) 


ph 
el es 
‘æ 


1° L'hyperbole possède deux axes de symétrie (les axes principaux 
de l'hyperbole) et un centre de symétrie (le centre de l'hyperbole). L'un 
de ces axes appelé axe transverse ou focal coupe l'hyperbole en deux 
points appelés sommets de l'hyperbole. L'autre axe ne possède pas de 
point commun avec l'hyperbole : pour 
cette raison on l'appelle axe non 


transverse de l'hyperbole ou encore axe CZ, 
non focal. 7 
| L'axe non transverse de l'hyper-  (-zx,y}t LU SM(Z, y) 
ole partage le plan en deux ré- ( 
gions, contenant l’une, la branche droite, CE 7 5G .0) 
l'autre, la branche gauche de l'hyper- DZ 57 | - 
bole, ces branches étant symétriques (7, -y) S A (Z,-ÿ) 
par rapport à cet axe. 7 

Cette propriété de symétrie de 


l'hyperbole résulte du fait que zet 

y figurent à des puissances paires Fig. 6.6 

dans l'équation (6.9). Donc, si l'équa- 

tion (6.9) est satisfaite par les coordonnées x et y d'un point 
M, alors elle le sera par les coordonnées (—x, y) et (x, —y) des points 
symétriques à A7 par rapport aux axes de coordonnées et par les 
coordonnées (—z, —y) du point symétrique de / par rapport à 
l’origine des coordonnées (fig. 6.6). 

Donc, si l'hyperbole est donnée par son équation canonique (6.9), 
ses axes principaux sont les axes de coordonnées et son centre, l'origine 
des coordonnées. | 

Prouvons maintenant que l'axe Ox est l'axe transverse, les points 
À (—a, 0) et B (a, 0), les sommets, l'axe Oy, l'axe non transverse de 
l'hyperbole. I] suffit à cet effet de montrer que l’axe Ox coupe l'hyper- 
bole en À et B et que l'axe Oy ne possède pas de point commun avec 
l'hyperbole. L'équation de l'axe Ox est y = 0. En faisant y = 0 


dans (6.9), on obtient l'équation = = { dont la résolution nous donne 
les abscisses des points d'intersection de Ox avec l'hyperbole. Les 
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solutions de cette équation sont x = —a et x = a. Donc, l'axe Ox 
coupe l'hyperbole (c'est-à-dire est son axe transverse) aux points 
À (—a, 0) et B (a, 0) (c'est-à-dire que ces points sont bien les som- 
mets de l’hyperbole). L'équation de l'axe Oy est x = 0. En faisant 


z = 0 dans (6.9), on obtient l'équation — us = 1 qui ne possède 


pas de solutions réelles. Donc, l'axe Oy est l'axe non transverse de 
l'hyperbole. 


Remarque. Les foyers de l'hyperbole sont situés sur son 
axe transverse. 


29 Considérons le domaine G, union du rectangle D défini par 
|zr | aet | y | << b et des deux angles des diagonales de D con- 
tenant l'axe non transverse de l'hyperbole (ce domaine est hachuré 
sur la figure 6.6). Montrons que le domaine G ne contient aucun point 
de l'hyperbole. 

Divisons le domaine G en deux sous-domaines G, et G:, où G 
est défini par [zx [<a et G, = GG, *). Il est évident que la 
bande G, ne contient aucun point de l’hyperbole, puisque les abscisses 
z des points de l’hyperbole sont tels que | z| > a **). Le domaine G, 
est composé des points qui sont situés sur les diagonales de D et à 
l'extérieur d'elles ***). Étant donné que les diagonales de D sont 


définies par les équations y — 22 et y = — Z z, les coordonnées 
zx et y des points de G, vérifient, de par leur position, l'inégalité 
b ÿl| sus Se ie sans El > lvl : 

<< BI ). De cette inégalité on déduit << 5 qui à son 


2 Li) 
tour entraîne la double inégalité = — = < 0 <'1. On voit donc 


qu'aucun point de G, n'appartient à l'hyperbole. 

3° Etablissons une importante propriété de l’hyperbole, liée à 
sa disposition par rapport aux diagonales du rectangle D. 

Cette propriété exprime que les branches de l'hyperbole tendent 
vers les diagonales du rectangle D. 

Pour des raisons de symétrie, il suffit d'établir cette propriété 
pour la branche de l'hyperbole située dans le premier quadrant. Les 
coordonnées x et y des points de l'hyperbole situés dans le premier 


*) Le domaine G, est visiblement la bande comprise entre les prolongements 
des côtés verticaux du rectangle D. Le domaine G, est composé des quatre parties 
situées chacune dans un quadrant. 


**) De l'équation canonique de l'hyperbole il s'ensuit que = = 1 + < 
c'est-à-dire que _ > 1. La dernière inégalité équivaut à [x| > a. 
“*+) On dira qu'un point M du plan est extérieur à une diagonale du rec- 


tangle D si la perpendiculaire abaissée de M sur l'axe Oz coupe cette diagonale. 
*ses) Les abscisses des points de G, ne sont pas nulles. 
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quadrant satisfont aux conditions x > a, y > 0 *). Sur l'équation 
(6.9) on remarque que dans ce cas 


y=b y S—1. (6.17) 


En d'autres termes, la branche de l'hyperbole est représentée par le 
graphique (6.17). Il est immédiat de s'assurer que cette fonction peut 
être mise sous la forme suivante: 


b 


Z + V7 — a 


y = _ TZ — (6.18) 
Considérons maintenant la diagonale du rectangle D située dans 
le premier quadrant. Son équation est 


Y = x. (6.19) 


Considérons la différence Y — y des ordonnées Y” et y correspondant 
À une même valeur de x (fig. 6.7, a). Les relations (6.18) et (6.19) 
aidant, on obtient 

b 


rever 


Y—-y= (6.20) 


On voit sur la relation (6.20) que lorsque x — œ la différence 
Y — y — 0. Le module | Y — y | est égal à la longueur du segment 


b) 


Fig. 6.7 


MN (fig. 6.7, a). Comme la distance A/P du point A7 de l'hyperbole 
à la diagonale considérée est inférieure à la longueur du segment MN, 
lorsque le point M de l'hyperbole tend vers l'infini (c'est-à-dire lorsque 
xz— oo) la distance MP tend vers 0. La partie de la branche d'hyperbole 
étudiée tend vers la diagonale correspondante du rectangle D. Les parties 


*) En vertu de la propriété 20, les points de l'hyperbole (6.9) vérifient la 
condition | r | > a. Cette condition s'écrit r > a pour les points du premier 
quadrant. 
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de l’hyperbole situées dans les autres quadrants jouissent de la 
même propriété pour des raisons de symétrie. 

Les diagonales du rectangle D sont généralement appelées asymp- 
totes de l'hyperbole. Signalons que les asymptotes de l’hyperbole sont 
définies par les équations 


y=<z et y— 2. (6.21) 


4° L'hyperbole (6.9) possède une conjuguée qui est définie par 
l'équation canonique 


CS RER € (6.22) 


La figure 6.7, breprésente l'hyperbole (6.9) et sa conjuguée (6.22). 
Il est évident qu’une hyperbole et sa conjuguée possèdent les mêmes 
asymptotes. En d'autres termes, les asymptotes de l'hyperbole 
conjuguée sont définies par les équations (6.21). Remarquons que 
l'hyperbole (6.9) est à son tour conjuguée de l'hyperbole (6.22). 


3. Etude de la forme de la parabole. Ecrivons l'équation cano- 
nique de la parabole : 


y° = 2px. : (6.15) 


1° La parabole admet un axe de symétrie (l'axe de la parabole). 
Le point d’intersection d'une parabole avec son axe s'appelle sommet 
de la parabole. En effet, y: figure à 
une puissance paire dans l'équation 
(6.15). Donc, si l'équation (6.15) est 
vérifiée par les coordonnées x et y 
d'un point 4, alors elle l’est par les 
‘coordonnées (rx, —y) du point symétri- 
que à A/ par rapport à Ox (fig. 6.8). 
. Donc, si la parabole est donnée par son 
‘équation canonique (6.15), l'axe de la 
parabole est l'axe Ox. Il est’ évident 
que le sommet dé la parabole est l'o- 
rigine des coordonnées. 
Fig. 6.8 20 La parabole est située tout 
entière dans le demi-plan de droite. 
En effet, étant donné que p > 0, l'équation (6.15) est satisfaite 
par les coordonnées des seuls points dont les abscisses sont posilives. 
Ces points sont situés dans le demi-plan de droite. 
3° Des raisonnements du n° 3, $ 1 de ce chapitre, il s'ensuit que 


Ld 


la directrice de la parabole d'équation canonique (6.15) est définie par 


FE 
( 
È 
S 
Q 


*) Pours "assurer que l'équation (6.22) définit une hyperbole, il suffit d'y 
poser x = y, y — x et de multiplier ses deux membres par —1. 
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d'équation 


y= —+. (6.23) 


4° Deux paraboles quelconques sont semblables. Soient y* = 2pz 
et y* = 2p*zx les équations canoniques de deux paraboles dans un 
système de coordonnées rectangulaires Oxy ; y = kx, l'équation d'une 
droite arbitraire passant par O; (x, y) et (x*, y*) les coordonnées des 
points d’intersection de cette droite avec ces paraboles. Les équations 


2 2 2p* 
canoniques nous donnent zx — TE y = + Æ, at = = , Y* = 
9h* 
= + . Ces formules entraïnent F = na ol =. Or, ces 


égalités expriment la similitude des paraboles considérées par rapport 
au point ©. 

5° A noter que pour p << 0 la courbe y* = 2px est aussi une para- 
bole qui est entièrement contenue dans le demi-plan de gauche. Pour 
s'en assurer, il suffit de remplacer x par —zx et —p par p. 


$ 3. Directrices de l’ellipse, de l'hyperbole 
et de la parabole 


Au n° 3, $ 1 de ce chapitre, la parabole a été définie par son foyer 
et sa directrice. La parabole peut être aussi définie comme le lieu 
géométrique des points du plan dont le rapport des distances au foyer et 
à la directrice est une grandeur constante égale à l'unité. 

Il se trouve que l’ellipse et l'hyperbole jouissent d’une propriété 
analogue. Pour chaque foyer de l’ellipse et de l'hyperbole on peut exhiber 
une droite appelée directrice associée telle que le rapport des rayons 
vecteurs des points de ces courbes à leurs distances à la directrice associée 
est une constante. 

Ce paragraphe est consacré à l’étude de cette propriété de l’ellipse 
et de l'hyperbole. 


1. Excentricité de l’ellipse et de l’hyperbole. Considérons une 
ellipse (resp. hyperbole). Soient c la demi-distance des foyers de 
l'ellipse (resp. de l'hyperbole), a, le demi-axe focal de l’ellipse 
(resp. de l’hyperbole). 


Définition.On appelle excentricité de l'ellipse (resp. de l'hyperbole) 
le nombre 


e= =. (6.24) 
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Remarque 1. Les formules (6.5) et (6.6) aidant, on obtient 


e=y/ 1-7 pour l'ellipse, (6.25) 
e=y/1+4 pour l'hyperbole. (6.25') 


On voit sur les formules (6.25) et (6.25') que e << 1 pour l'ellipse et 
e >> 1 pour l'hyperbole *). 
À noter que e = Ô pour le cercle (puisque b = a). 
Remarque 2. Deuxellipses (resp. deux hyperboles) de même 
excentricité sont semblables. En effet, de la formule (6.25) (resp. 


Fig. 6.9 | Fig. 6.10 


(6.25")) il s'ensuit que les ellipses (resp. les hyperboles) qui ont même 
excentricilé ont des rapports : égaux. De telles ellipses (resp. hyper- 


boles) sont semblables **). 
Remarque 3. L'excentricité de l'ellipse peut être traitée 
comme la mesure de son « aplatissement »: plus e est élevé (cf. for- 


mule (6.25)) plus le rapport 2 est petit. La figure 6.9 représente des 


ellipses d'excentricités différentes, mais de même demi-axe focal a. 
Remarque 4. L’excentricité de l'hyperbole peut être consi- 
dérée comme la caractéristique numérique de l'angle de ses asympto- 


tes. En effet, le rapport : est égal à la tangente du demi-angle des 
asymptotes de l'hyperbole. 


2. Directrices de l’ellipse et de l’hyperbole. 


1° Directrices de l’ellipse. Nous avons vu que toute ellipse possède 
des axes focal et non focal et un centre qui se trouve à l'intersection 


*) On rappelle que b 0 pour l'ellipse comme pour l'hyperbole. 

**) Pours'en assurer, il suffit de disposer les ellipses (resp. les hyperboles) 
de telle sorte que leurs centres et leurs axes principaux homologues soient con- 
fondus. La similitude des courbes ayant des rapports b/a égaux résulte aisément 
de leurs équations canoniques. 
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de ces derniers (cf. n° 1, $ 2). Désignons par c la demi-distance des 
foyers F, et F, de l’ellipse, par a son demi-axe focal et par O son centre 
(fig. 6.10). 

Soient e l'excentricité de cette ellipse (e 0) et x le plan dans 
lequel elle est située. L'axe non focal de l’ellipse partage x en deux 
demi-plans. Désignons par sn; (i — 1, 2) le demi-plan qui contient le 
foyer Fi (i = 1, 2). 


Définition. On appelle directrice D, (i = 1, 2) de l'ellipse associée 
au foyer F; (i — 1, 2) la droite du demi-plan nv; (i = 1,2) perpendicu- 


laire à l'axe focal de l'ellipse et située à une distance = de son centre. 


Remarque 1. Plaçons l'origine du système de coordonnées 
au milieu du segment F,F, et orientons les axes Or et Oy comme 
indiqué sur la figure 6.10. Il est alors évident que Les équations des 
directrices D), (i — 1, 2) peuvent être écrites sous la forme suivante: 

D: z= ——+ à 
(6.26) 


a 
D.: z=—. 
2 e 


Remarque 2. Les directrices de l'ellipse sont situées à son 
extérieur. En effet, l’ellipse est contenue dans le rectangle |z | << a, 
[y | Sb(cf. n°1,$2et fig. 6.4) dont les côtés sont perpendiculaires 
aux axes principaux de l’ellipse. 

De la définition des directrices il s'ensuit qu’elles sont parallèles 
aux côtés du rectangle qui sont perpendiculaires à l'axe focal de 
l’ellipse. Comme ces côtés sont situés à une distance a du centre de 


l’ellipse et les directrices, à une distance > a (0<e<t), il 


s'ensuit que les directrices sont extérieures au rectangle, donc à 
l’ellipse. 

Remarque 3. Nous venons d'élablir que les directrices sont 
extérieures à l'ellipse. De là il s'ensuit que l'ellipse et son centre sont 
situés d'un côté de chacune de ses directrices. 

Remarque 4. Désignons par p la distance d’un foyer de 
l'ellipse à la directrice associée. La distance du centre de l'ellipse 


à la directrice étant égale à : et la distance du centre de l’ellipse 
au foyer, à c, il vient p — : — c%*). Comme c = ae, on obtient 
pour p l'expression suivante 


p=a(+—e)=0. EE : (6.27) 


*) On rappelle que le centre de l’ellipse et ses foyers sont situés sur l'axe 
focal qui est perpendiculaire aux directrices. Donc, vu la disposition relative 


du centre, du foyer et de la directrice associée (fig. 6.10), on a p = _ — c. 
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Etablissons une importante propriété de l’ellipse et de ses direc- 
trices. 


Théorème 6.1. Le rapport de la distance r; d'un point M de l’ellipse 
au foyer F; à la distance d, de ce point à la directrice D, associée est 
égal à l'excentricité e de cette ellipse. 


Démonstration. Soient F, et F, les foyers de l'ellipse. 
Choisissons le système de coordonnées comme indiqué dans la rema- 
rque 1 de ce numéro (fig. 6.10). Au n° 1 du $ 1 on a vu que dans un 
tel système les rayons vecteurs r, et r, d’un point W (x, y) de l'ellipse 


sont donnés par les formules (6.6). Comme = = e, on obtient pour ri 
a 


et r, les expressions suivantes 
Ti=a+ez, Tr = G — er. (6.28) 


Trouvons maintenant les distances d, de f aux directrices D;,. Les 
équations normales des directrices (cf. n° 7, $ 1, chap. 5) sont res- 
pectivement de la forme: 


25 
2 e e 


Vu que le point M (x, y) et l'origine des coordonnées sont situés 
d'un même côté de chaque directrice (cf. remarque 3), les distances 
d, et d, de M aux directrices D, et D, sont égales aux distances algé- 
briques respectives de M (x, y) à D, et D., prises avec le signe moins. 
En vertu de (6.29) et du théorème 5.1, on obtient 
€, me 
de, dE. (6.30) 


[ 


Les formules (6.28) et (6.30) entraînent 
rj = 

a = i= 1, LA 
C.q.f.d. 


2° Directrices de l'hyperbole. Désignons par c la demi-distance 
des foyers F, et F, de l’hyperbole, par a son demi-axe focal et par O 
son centre (fig. 6.11). Soient e son excentricité et x le plan qui la 
contient. L’axe non focal de l’hyperbole partage ce plan en deux 
demi-plans. Désignons par sy (i — 1, 2) le demi-plan qui contient 
le foyer F, (i = 1, 2). 


Définition. On appelle directrice D, (i — 1, 2) de l'hyperbole 
associée au foyer Fi (i = 1, 2) la droite du demi-plan si (i = 1,2 
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perpendiculaire à l'axe focal de l'hyperbole et située à une distance £ 
de son centre. 


Remarque 5. Plaçons l’origine du système de coordonnées 
au milieu de F,F, et orientons les axes Ox et Oy comme indiqué sur 
la figure 6.11. Il est alors évident que 
les équations des directrices D, et D, de 
l'hyperbole s'écrivent respectivement 


… a 
on 


(6.31) 


a 
LT = —, 
e 


Remarque 6. Les directrices de 
l'hyperbole sont situées dans un domaine 
G ne contenant aucun point de l'hyperbole 
(cf. 2°, n° 2 du $2et fig. 6.6). En effet, 
au 2°, n° 2 du $2 on a vu que la bande 
G, définie par [zx |<a était conte- 
nue dans G. Mais cette bande con- 
tient les directrices de l’hyperbole, puisqu’en vertu de (6.31) on a 


[z|= S<a, car e> 1 pour l'hyperbole. La disposition des direc- 


trices est indiquée sur la figure 6.11. 

Remarque 7. La remarque précédente permet de justifier 
la disposition des directrices de l'hyperbole. En effet, il est évident 
que la branche gauche (resp. droite) et le centre O sont situés de part et 
d'autre de la directrice D, (resp. D), et la branche droite (resp. gauche) 
et le centre O, d'un même côté de la directrice D, (resp. D.). 

Remarque 8. Désignons par p la distance d'un foyer de 


l'hyperbole à la directrice associée. Il est évident que p = c — = *). 


Fig. 6.11 


Comme c — ae, on obtient pour p l'expression suivante 


e2—1 


p=a(e—+)=0 +. (6.32) 


Prouvons une importante propriété de l’hyperbole et de ses direc- 
trices. 


Théorème 6.2. Lerapport de la distance r; d'un point M de l'hyper- 
bole au foyer F; à la distance d, de ce point à la directrice D; associée 
est égal à l’excentricité e de cette hyperbole. 


*) On rappelle que le centre de l'hyperbole et ses foyers sont situés sur 
l’axe focal qui est perpendiculaire aux directrices. Donc, compte tenu de la dis- 
position relative du centre, du foyer et de la directrice associée (cf. fig. 6.11), 


on a p= c—< 
e 


10—01538 
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Démonstration. Pour prouver ce théorème il faut dis- 
tinguer les quatre cas suivants : 1) le point M est situé sur la branche 
gauche de l’hyperbole et l’on étudie le foyer F, et la directrice D, ; 
2) le point M est sur la branche droite de l'hyperbole et l'on examine 
le foyer F, et la directrice D, ; 3) le point M est sur la branche gauche 
et l'on envisage le foyer F, et la directrice D, ; 4) le point 117 est sur la 
branche droite et l’on considère le foyer F, et la directrice D.,. Les 
raisonnements étant identiques pour chacun de ces cas, on se bornera 
au premier. 

Disposons le système de coordonnées comme indiqué dans la 
remarque 5 de ce numéro. L’abscisse z de tout point M (x, y) de la 
branche gauche de l’hyperbole étant <<0, on a en vertu de (6.11) 


C C . . . 
N = —@ —:2. Comme = —e, on obtient pour r; l'expression 
suivante 


La directrice D, est” définie par la première équation (6.31). Son 
équation normale est 


—2x—<+=0. (6.34) 


Le point M et l'origine des coordonnées étant situés de part et d'autre 
de la directrice D, (cf. remarque 7 de ce 
numéro), la distance d, de A7 à D, est 
égale à la distance algébrique de A7 à D, 
et l’on obtient (en vertu de (6.34) et du 
théorème 5.1): 

d, = Re. (6.35) 


€ 


En se servant des formules (6.33) et 


(6.35), on trouve que L — €. Ce qui 


prouve le théorème pour le premier cas. 
Fig. 6.12 Les autres cas se traitent de façon ana- 
logue. 


3. Définition de l’ellipse et de l’hyperbole par leurs directrices. 
Les théorèmes 6.1 et 6.2 prouvés au numéro précédent expriment 
une propriété de l’ellipse et de l’hyperbole faisant intervenir les 
directrices de ces courbes. Nous allons voir que cette propriété peut 
servir à définir ces courbes. Soient dans un plan x un point F et une 
droite D ne passant pas par F (fig. 6.12). Prouvons la proposition 
suivante. 


Théorème 6.3. Le lieu géométrique {M} des points M du plan x 
dont le rapport e de la distance r au point F à la distance d à la droite D 


$ 3] DIRECTRICES DES CONIQUES 147 


est une constante, est une ellipse pour e << 1 et une hyperbole pour 
e > 1. Le point F s'appelle foyer, la droite D, directrice de {M}. 


Démonstration. Montrons que dans un système de coor- 
données dûment choisi, le lieu géométrique des points vérifiant les 
conditions du théorème formulé est défini pour e << 1 par l'équation 

2 2 
T + _ — 1 (c'est-à-dire est une ellipse) et pour e => 1 par l'équation 


— — —= 1 (c'est-à-dire est une hyperbole). Soit R le point de 


rencontre de D et de la droite À qui est perpendiculaire à D et passe 
par F (fig. 6. 6.12). Orientons la droite 4; le sens positif étant celui 


du vecteur FR pour e < 1 et celui de RF pour e >> 4 (la figure 6.12 
correspond au cas où e << 1). Pour fixer les idées, on traitera le cas 
e<1,le case >> 1 étant identique. Désignons par p la distance FR. 
En se souvenant de la position de la directrice de l’ellipse par rapport 
à son centre (cf. n° 2), on placera HOHEIRS O des coordonnées sur la 


droite À à gauche de À à une distance - - . Les quantités e et p étant 


données, la distance : peut être ee à l’aide de la formule 
(6.27) 


= 7. (6.36) 


Définissons maintenant le système de coordonnées. L'origine 
sera le point ©, l'axe des abscisses, la droite FR orientée dans le 
sens de F à R, l'axe des ordonnées, l'axe Oy de la figure 6.12. Dans 
ce système, les coordonnées de F sont (c, 0), où 

| 


C=p? = *) . (6.37) 
et l'équation de la directrice est 
==. (6.38) 


Etablissons maintenant l'équation du lieu géométrique considéré. 
Soient M (x, y) un point du plan, r, son rayon vecteur, d la distance 
de M à la directrice D (fig. 6. 12). La relation 


= € (6.39) 


est une condition nécessaire et suffisante pour que le point M appartienne 
au lieu géométrique {M}. 


1 
CR 


*) Pour établir la formule (6.37), on se rappellera que c = RO — RF, 
RF= pet RO= <> —. 


10* 
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La formule de la distance de deux points M et Fet la formule de 
la distance de M à la droite D nous donnent 


r=V(z—c)+ y. (6.40) 
d=—x). (6.41) 


De (6.39), (6.40) et (6.41), il s'ensuit que La relation 


ER — 
1 —e 


VENT 


E 4 


= € (6.42) 


est une condition nécessaire et suffisante pour qu'un point M (zx, y) 
appartienne à {M}. Donc, la relation (6.42) est l'équation du lieu 
géométrique {M}. En éliminant les radicaux et en se servant des 
Ro (6.36) et (6.37), on ramène sans peine cette équation à la 
orme 


+1, (6.43) 


a° 
où b° — a? — ci. | 
Pour achever la démonstration, il nous faut vérifier que le pas- 
sage de (6.42) à (6.43) ne fait pas apparaître de racine étrangère. 
En raisonnant comme au n° 1 du $ À, on s'assure que la distance r 
de tout point M dont les coordonnées zx et y vérifient l'équation 


(6.43) au point F (c, 0) est donnée par la formule r = a — <z. 


En se servant de la relation (6.37) et de la formule a — is 
obtient 

Tr = G — et. (6.44) 
Etant donné que tout point Af dont les coordonnées zx et y vérifient 
l'équation (6.43) est situé à gauche de la droite D (pour de tels points 
z<aet pour les points de D, x — , où e << 1), il s'ensuit que la 


distance d de M à D est justiciable de la formule (6.41). De là et de 
la formule (6.44), il résulte que les points M considérés satisfont à la 


relation : = e, c'est-à-dire que l'équation (6.43) est l'équation du 
lieu géométrique {A1}. Le cas e >> 1 se traite de façon analogue. 

*) La formule (6.41) n'est valable que pour les points M (x, y) situés à 
gauche de D. Mais les points situés sur et à droite de D peuvent être proscrits, car 
pour eux + > 1: or, on étudie les points pour lesquels = = e< 1. 
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Remarque. Le théorème 6.3 et la définition de la parabole 
nous permettent de définir l’ellipse, l’hyperbole et la parabole de la 
manière suivante. 


Définition. Le lieu géométrique {M} des points M d'un plan x 
dont le rapport e de la distance r à un point F de x à la distance d à 
une droite D de x ne passant pas par F est une constante, est une ellipse 
pour 0 << e << 1, une parabole pour e = 1, une hyperbole pour e > 1. 
Le point F s'appelle foyer, la droite D, directrice, e, excentricité du 
lieu géométrique {M}. 


4. L'ellipse, l'hyperbole et La parabole traitées comme des sections coniques. 
Au début de ce chapitre, on a indiqué que l’ellipse, l'hyperbole et la parabole 
étaient les sections d'un cône circulaire par 
des plans ne passant pas par son sommet. 
Dans ce numéro, on se propose de dé- 
montrer un théorème justifiant cette 
proposition. 


Théorème 6.1. Etant donné une cou- 
rbe L qui est une ellipse *), une hyperbole 
ou une parabole, on peut erhiber un cône 
circulaire K et un plan n tels que le plan nr 
coupe le cône K suivant L. 


Faisons la remarque suivante avant 
de passer à la démonstration de ce 
théorème. 


Remarque. Soient L* la courbe 
suivant aquelle le cône XÆ est coupé 
par un plan x* ne passant pas par son 
sommet, L, une courbe semblable à L*. 
I] existe un plan x coupant le cône X 
suivant la courbe Z. 

L'existence de ce plan est évidente, 
car des plans parallèles coupent je cône 
X suivant des courbes semblables dont 
le coefficient de similitude est égal au 
rapport des distances du sommet de ce 
cône à ces plans. 


Démonstration du théorème 
6.4. I] est évident que la section du 
cône X par un plan perpendiculaire à 
l'axe de À et ne passant pas par le sommet : 

a ra Fig. 6.13 
de ZX est un cercle, c’est-à-dire une 
ellipse d'excentricité e — 0. 

Considérons un plan x* non perpendiculaire à l'axe AB du cône Æ et ne 
passant pas par son sommet O (fig. 6.13). Soit L® la courbe d'intersection de ce 
plan et du cône. Inscrivons dans le cône une sphère S tangente au plan x* en F. 
Soient w le plan du cercle R suivant lequel S coupe X, D, la droite d'intersection 
des plans n° et w. Assurons-nous que L* remplit les conditions de la définition 
formulée dans le numéro précédent, c’est-à-dire est soit une ellipse, soit une 
parabole, soit une hyperbole. Nous verrons que l'excentricité e de L* peut prendre 


*) L’ellipse peut être un cercle. 
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toute valeur strictement positive et que cette valeur dépend de l'inclinaison du 
plan 1* et de la valeur de l'angle des génératrices du cône avec son axe. Ceci 
achèvera visiblement la démonstration du théorème puisque deux coniques 
quelconques de même excentricité sont semblables (cf. n°5 3 et 4 du $ 2 et remarque 2 
du n° 1, $ 3) et en vertu de la remarque ci-dessus, toute courbe L semblable à la 
courbe L* d'intersection du cône K et du plan x* est aussi une courbe d'intersection 
de ce cône avec un plan x. 

Soient M un point de L*, MP la perpendiculaire abaiïissée de ce point sur 
le plan ©, MQ, la perpendiculaire abaissée de M sur la droite D, MF, le segment 
joignant les points M et F, MN, le segment d’une génératrice du cône (N est 
e point d'intersection de cette génératrice avec le cercle R). Les segments MF 
et MN sont égaux, car ce sont des tangentes menées par un même point à la sphère S. 

Désignons par B l'angle de la génératrice et de l'axe du cône X; par a 


l'angle des plans x* et w. Il est évident que 0 << B < F et0<a< F s). 
Des triangles MPN et MPQ et du fait que MN = MF, il vient 


MF _sina 
MQ cos 
Etant donné que pour le cône donné K et le plan x"*, le rapport ee É ne dépend 


pas de M, La courbe L* remplit Les conditions de la définition précédente, c'est-à- 
dire est soit une ellipse, soit une hyperbole, soit une parabole. L'excentricité e 
de Z* peut être déterminée par la formule 


” sin a 


E————— e 
cos 


(6.45) 


Montrons que e peut prendre n'importe quelle valeur strictement positive. 
Prenons tout d’abord B tel que e cos B << 1. Ceci est possible, puisque B € J0, x/21. 
11 reste à choisir & tel que sin & = e cos B. Il est évident qu'il suffit de poser 
& — Arcsin (e cos B). C.q.f.d. 


9. Equations polaires de l’ellipse, de l’hyperbole et de la parabole. 
Considérons d’abord un cercle de rayon À. Si l’on place le pôle du 
système de coordonnées polaires au centre du cercle et l’axe polaire 
de façon arbitraire dans le plan de ce cercle, il est alors évident que 
l'équation polaire du cercle sera 


p=R. (6.46) 


Considérons maintenant une courbe L qui est soit une ellipse, 
soit une parabole. Soient F le foyer de Z, D, la directrice associée, p, 
la distance de F à D, e, l'excentricité de L. Supposons que le pôle 
du système de coordonnées polaires est confondu avec F et que l'axe 


*) « 0, puisque le plan x* n'est pas perpendiculaire à l'axe du cône. 
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polaire est perpendiculaire à D et orienté comme sur la figure 6.14. 
Soit : un point de L. Par définition de L (cf. n° 3),on a 


FM _ 

MP 

Comme FM = pet MP = PN + NM = p + p cos p *), on déduit 
de (6.47) l'expression suivante pour p: 


p = a — (6.48) 


1—e cos P ” 


e. (6.47) 


La relation (6.48) est l'équation polaire de l'ellipse ou de la para- 
bole. 

Considérons maintenant l'hyperbole. Soient F l'un de ses foyers, 
D, la directrice associée à co foyer, p, la distance de F à D, e, l’ex- 


Fig. 6.14 Fig. 6.15 


centricite. Soient W, la branche correspondant à F, W,, l'autre 
branche (fig. 6.15). 

En raisonnant comme pour l'ellipse ou la parabole, on s'assure 
immédiatement que l'équation polaire de W, est de la forme (6.48). 
L'équation polaire de W, est différente. Remarquons tout d’abord 
que les points M de W, vérifient la relation (6.47). Les expressions de 
FM et MP s'écrivent 


FM =0, MP = MN — PN = —p cos ® — p **). (6.49) 


En se servant de la formule (6.49), on déduit de (6.47) l'équation 
polaire suivante de W, : 

_____ pe 

_ 1+ecos p ‘ 


p 


*) Cette formule est valable pour le cas où Af est situé à gauche de FN, 
car alors cos ® < 0. 


0 
**) Si M € W:, l'angle p est obtus, cos p << 0 et MN = —p cos y. 


! 
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En conclusion, l'équation polaire de l'hyperbole est 


pe 
1—e cos  ” 


p=d (6.50) 
1+e cos ? * 

Remar qu ce. Les dénominateurs de (6.48) et de (6.50) ne s’annulent pas. 

Dans le cas de l’ellipse, c'est-à-dire lorsque 0 << e << 1, cela est évident. Pour 


la precis e = 1, mais € J0, 2nf, donc | e cos @ | << 1. Dans le cas de l'hyper- 
bole, on s'assure immédiatement que si M appartient à la branche W,, l'angle 


p € | Arccos 2, 2x— Arccos 2 et par suite ou bien e cos p € J0, 4[ ou bien 


e cos p << 0. Si M € W.,alorsqE€ JArccos( — 2} , 21 — Arccos(— +) [. Pour 
ces valeurs de , l'expression e cos q << —1. on 


$ 4. Tangentes à l’ellipse, à l’hyperbole 
et à la parabole 


1. Equations des tangentes à l’ellipse, à l’hyperbole et à la parabole. Mon- 
trons que l’ellipse, l'hyperbole ou la parabole que l’on désignera par L est la ré- 
union des graphiques de deux fonctions. Considérons par exemple l'équation 
canonique de l’ellipse (6.4). Sur cette équation on voit que la partie de l'ellipse 
dont les points ont des ordonnées y >> 0 est le graphique de la fonction 


y=d/1-+ pour —a<rz<a, (6.51) 


et la partie de l’ellipse dont les points ont des coordonnées y < 0 est le graphique 
de la fonction 


y= —b V1 pour —a<r<a. (6.52) 


De façon analogue, on remarque sur (6.9) que l'hyperbole est la réunion 
des graphiques des fonctions 


y —=b V &-1 et y—= —b V <= pour x>a et x<—a, (6.53) 
et la parabole, sur (6.15), est la réunion des graphiques des fonctions 

y= V2pz et y——V2pz pour z>0. (6.54) 

Considérons maintenant le problème des tangentes à l’ellipse, à l'hyperbole 


et à la parabole. Il est évident que les tangentes à ces courbes seront aussi tan- 
entes aux graphiques des fonctions (6.51) à (6.54). Etablissons par exemple 
‘équation de la tangente à l’ellipse en un point M (x, y) en admettant que y 0 
(pour fixer les idées, y > 0). Soient X et Y les coordonnées du point courant 
de la tangente. L'équation de cette tangente est *) 


(X — x), (6.55) 


*) Cf. équation (5.10), chapitre 5. 
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zb 

f z° 
2 
a V Â a 
culée au point z. Le point M (x, y) appartenant à l’ellipse (c'est-à-dire, ses 
coordonnées z et y vérifiant les équations D et (6.4)), des transformations 


peu compliquées nous permettent d'écrire l'équation de la tangente à l'ellipse 
sous la forme 


où la pente k = y’ = — est la dérivée de la fonction (6.51) cal- 


RE, (6.56) 


En raisonnant de façon analogue pour l'hyperbole etla parabole, 
on obtient les équations suivantes pour les tangentes à ces courbes: 


pour l'hyperbole : LE L —=1;, (6.57) 
pour la parabole: Yy—p(X+x). (6.58) 


Remarque 1. Dans les raisonnements précédents, on a exclu le cas 
y — 0. Les tangentes à l'ellipse, à l’hyperbole et à la parabole sont verticales 
dans ce cas. On s'assure sans peine que 
À équations (6.56) à (6.58) restent er 

es. 

Remarque 2. Signalons que la 
tangente à l'ellipse n'a qu'un point com- 
mun avec elle : le point de contact. Il en va 
de même des tangentes à l'hyperbole et à la 
parabole. 


2. Propriétés optiques de l'ellipse. de 
l’hyperbole et de la parabole. Etablis- 
sons la propriété optique suivante de l'el- 
lipse: un rayon de lumière issu d'un foyer 
F, de l'ellipse est réfléchi vers l'autre foyer F. par la paroi de l'ellipse (fig. 6.16). 
Géométriquement, cette propriété exprime que les segments MF, et MF, forment 
des angles égaux avec la tangente en Af. 

Supposons que l'’ellipse ne jouit pas de cette propriété, c'est-à-dire que 
1 Æ Ge (fig. 6.16). Soit F# le symétrique de F, par rapport à la tangente X 
en M. Traçons le segment F*F,. Comme «a, # &,, le segment F#F, coupe la 
tangente À en un point M* ms M. Donc, 


FiM* + FAMS = F9F, < FM + FM = 2. (6.59) 


Fig. 6.16 


Déplaçons M* le long de X en l'éloignant de M. La somme F,M°* + F,M* 
croît alors indéfiniment. Au départ, cette somme était <<2a en vertu de (6.59). 
Donc, à un moment donné, elle sera égale à 2a. Cela signifie que la tangente Æ 
contient un point M* de l'ellipse autre que M. Mais cela est impossible en vertu 
de la remarque 2 ci-dessus. Donc, le fait que &, # &, est impossible et la pro- 
priété énoncée est valable. 

On établit de façon analogue les propriétés optiques suivantes de l'hyperbole 
et de la parabole: 

un rayon de lumière issu d'un foyer F, de l'hyperbole est réfléchi par les parois 
de celle-ci en un rayon dont le prolongement passe par F, (fig. 6.17); 

un rayon de lumière issu du foyer de la parabole est réfléchi parallèlement à 
l'axe de celle-ci (fig. 6.18). 
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Remarque 1. Les propriétés optiques de l'ellipse, de l’hyperbole et 
de la parabole sont largement utilisées en pratique. En particulier, la propriété 
de la parabole est appliquée dans la construction des projecteurs, des antennes 
et des télescopes. 

Remarque 2. On appellera front d'onde d'une source de lumière ponctuel- 
de F le lieu géométrique des points Q ayant parcouru la même distance en partant 
de F. Si l'onde issue de F n'est pas réfléchie, le front est visiblement un cercle. 


Front d'onde refléchie L 


Fig. 6.17 Fig. 6.18 


Si cette onde est réfléchie par une courbe L, la forme du front dépendra de celle 
de L. La parabole possède la remarquable propriété suivante: si une source de 
lumière est placée au foyer de La parabole, son front d'onde ® est une droite parallèle 
à la directrice D de cette parabole (fig. 6.18). 

En effet, considérons une droite ® parallèle à la directrice D. Soit Q un 
point quelconque de cette droite. De la propriété optique de la parabole, il 
s'ensuit que si FM est un rayon incident, réfléchi en @, alors le rayon MQ est 
perpendiculaire à la directrice D. Désignons par P le point de rencontre de MQ 
et D. Il est évident que OM + MF = QM + MP. Comme QM + MP = d, 
où d est la distance de D à © ne dépendant pas de Q, alors pour tout point Q 
SA a la somme QM + MF = d, c'est-à-dire que ® est le front d'onde 
réfléchie. 


$ 5. Courbes du deuxième degré 


Ün examen des équations canoniques (6.4) de l'ellipse, (6.9) 
de l’hyperbole et (6.15) de la parabole nous montre que ces courbes 
sont des courbes algébriques du deuxième degré (cf. n° 5, $ 1, chap. 4). 
Mais on peut se demander s’il n'existe pas d'autres courbes algébriques 
du deuxième degré. Ceci fera l’objet du présent paragraphe. 

Considérons l'équation algébrique générale du deuxième degré 


QT” + 20e7y + Goo + 201sT + 2aosÿ + ass = 0. (6.60) 
La courbe Z définie par cette équation (c'est-à-dire la courbe 
algébrique du deuxième degré) traitée comme un être géométrique *) 


*) 11 est possible que l'équation (6.60) ne définisse qu’un point ou aucun 
point. On dira alors que l'équation (6.60) définit des objets dégénérés ou imagi- 
naires. Pour plus de détails voir chapitre 4 
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ne change pas si l'on passe d’un système de coordonnées rectangulaires 
à un autre. 

A noter que l'équation initiale (6.60) et l'équation obtenue par un 
changement de système de coordonnées sont algébriquement équivalentes 
(cf. n° 5, $ 4, chap. 4). Si le système de coordonnées est convenable- 
ment choisi, l'équation (6.60) prend une forme simple qui facilite 
l'étude des propriétés de la courbe L. 

Nous allons nous servir de cette méthode pour déterminer le 
genre des courbes du deuxième degré. Nous indiquerons incidemment 
une règle qui permettra de choisir le système de coordonnées dans 
lequel l'équation de la courbe Z aura la forme la plus simple. Nous 
formulerons également des critères qui nous aideront à déterminer 
le genre de la courbe d’après son équation primitive. 


1. Transformation des coefficients de l’équation d’une courbe du 
deuxième degré par changement du système de coordonnées. Etant 
donné que le changement du système de coordonnées est le produit 
d'une translation par une rotation (rotation qui comprend une 
symétrie par rapport à un axe (cf. $ 1, chap. 3)), on étudiera séparé- 
ment la transformation des coefficients de l'équation (6.60) par une 
translation et par une rotation. On admettra bien sûr que l'un au 
moins des coefficients aj1, &j2 et &:2 de l'équation (6.60) est non nul. 

Convenons de la terminologie suivante: le groupe de termes 
T° + 24a;.7y + a.oÿ* sera appelé groupe des termes du second degré 
de l'équation (6.60), le groupe 24,37 + 2as3y + ü@ss, partie linéaire, 
les coefficients &@j;, Gjo, Goes, coefficients dominants, les coefficients 
Aj3r as Ass, COefficients de la partie linéaire, le coefficient ass, terme 
constant. 

1° Transformés des coefficients par une translation. Supposons qu'un 
système de coordonnées O'z'y" est l’image du système de Oxy par 


— 
une translation de vecteur directeur 00”. On sait que les anciennes 
et les nouvelles coordonnées d’un point sont reliées par les relations 


T= 2 +to y —=Y + Yo (6.61) 


où Zo, yo sont les coordonnées de l’origine O0” dans le système Ozxy 
(cf. chap. 3, $ 1, formule (3.12)). En portant les expressions (6.61) 
de z et de y dans le premier membre de (6.60), on obtient l'équation 
de L dans le système O'x'y’. Il est évident que cette équation est 
de la forme 

AT? + 2ayeT'Y + Goey'? + 2aisz + 2a25y" + a33 — 0, (6.62) 


où 
Gi = y1To + GyoŸo + Giss 
is = Gy2To + GoVo + Gas (6.63) 
Ass = GT + 20427 oY0 + GaoY5 + 201370 + 2@23Y0 + Ass. 
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L'examen de l’équation (6.62) nous permet de tirer l’importante 
conclusion suivante: les coefficients dominants sont invariants par la 
translation du système de coordonnées, quant aux coefficients destermes 
linéaires, ils se transforment suivant les formules (6.63). 


Remarque 1. La première et la deuxième formule (6.63) 
nous permettent visiblement d'écrire as3 sous la forme suivante : 


a33 = (ais + dis) To + (a23 + G2s) Yo + Ass: (6.64) 


2° Transformés des coefficients par une rotation. Supposons qu’un 

système de coordonnées Ozx'y” est l'image d’un système Ozxy par une 

rotation d'angle œ (le cas ® = 0 n'est pas exclu). On sait que les 

anciennes et les nouvelles coordonnées d’un point sont reliées par les 
relations 

{ TZ ro. us P, (6.65) 

Y=ZXT SiInP+y COS 


(cf. chap. 3, $ 1, formules (3.13)). En portant les expressions (6.65) 
dans le premier membre de (6.60) et en réduisant les termes sembla- 
bles, on obtient l'équation de ZL dans le système Ozx'y': 


aix" + 2ajoz y" + aooy'* + 2aisr + 2ao3y" + ass = 0, (6.66) 
où *) 


, 1 
Qi, = Age Sin 2P+ + 5 à (&1s — @x2) cos 2p + (as, + a), 


A 
| 


12 7 (a, — 422) Sin 29 + a,, cos 2, 

, ; 1 1 ". 
À A = —@y2sin2p—5 (a —as)cos2p+-(a; tax), (6.67) 
dis = dj COS P + A3 SiN , 
Ass = A2g COS P — A3 Sin P, 


| Qss = Ag. 


On voit donc que par une rotation du système de coordonnées les coef- 
ficients dominants a11, aio, ass de l'équation (6.66) sont fonctions de 
l'angle @ de rotation et des coefficients dominants a;;, &ie: &s2 de l'équa- 
tion (6.60); les coefficients ais, a2s de l'équation (6.66) sont fonctions 
de l'angle @ et des coefficients a,, et a, de l'équation (6.60); le coef- 
ficient ass reste invariant, c'est-à-dire a33 = as. 


*) On a utilisé ici les formules: 2 sin @ cos y = sin 2, sin° @ — 


_1 5 2e cos? @ — 1 Fes 2 
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Remarque 2. Désignons respectivement par À, B et C les 
quantités suivantes: V ah + EC — A9) l+ (an + Goo) et 
Va: + aÿ3. Introduisons par ailleurs l'angle & en posant cos &« = 


CE “2 sin &œ — ;au — 422) pour À 0, et a = 0 pour À = 0; 
A 
l'angle Pen posant cos f — , Sin B — + pour CÆO0,et B = 0 


pour C — 0 *). Il est alors évident que les expressions (6.67) de 
ai; peuvent être mises sous la forme 


( a,,—4 sin (2p+a)+B, 
| dj, = À cos (2@ + a), 

a, = —Asin(2+a)+8, 
| a, = C sin (p + P). 

a, = C cos (p+B), 


{ Ass — Ass. 


(6.68) 


A noter que les quantités À, B et Cet les angles « et B ne dépendent 
pas de . 


2. Invariants de l’équation d’une courbe du deuxième degré. 
Notion de genre d’une courbe du deuxième degré. On appellera in- 
variant de l’équation (6.60) d’une courbe du deuxième degré par un 
changement du système de coordonnées une fonction f (@;;, &jos . .. 

. … &s3) des coefficients a;;, dont les valeurs ne changent pas lors- 
qu’on passe à un nouveau système de coordonnées. Si donc 
À (@jys Gyor + + +» @33) est un invariant et a;, sont les coefficients de 
l'équation d'une courbe du deuxième degré dans le nouveau système 
de coordonnées, alors 


f (@r Ages + + 33) me Î (ai: aj2, 9 a3s). 
Prouvons le théorème suivant. 


Théorème 6.5. Les quantités 


dy, Gp dis die ss 
Tj=a;;+ap, = ñ "|, Js=|@; Goo Gos (6.69) 
a a dis da Ass 


*) On sait que pour tous P et Q tels que P? + Q° - 0, on peut exhiber un 
P 


angle y tel que cos y — VF QG" sin y ZT 
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sont les invariants de l'équation (6.60) par un changement du système 
de coordonnées. 


Démonstration. Ilest évident qu'il suffit de démontrer 
l'invariance de Z,, 7, et 7, seulement pour une translation et une 
rotation du système de coordonnées. 

Commençons par la translation. Nous avons établi au 1° du numé- 
ro précédent que les coefficients dominants étaient invariants par 
cette translation. Donc, il en est de même des quantités J, et J.. 
Considérons la quantité Z,. Dans le nouveau système de coordonnées 
O'x'y', la quantité 7, est égale à 


LA 
diy Ayo dis 


[a 
di 2 des ° 
‘ (4 


(4 
dis os ss 


En retranchant de la dernière ligne de ce déterminant le produit de 
la première ligne par x, et le produit de la seconde par y, (xo et Yo 
sont les coordonnées de la nouvelle origine O0”) et en se servant des 
expressions (6.63) de ai: et a: et de l'expression (6.64) de a33, on 
trouve que ce déterminant est égal à *) 

Gi Ayo ds 


’ 


dia po des 
Gis os Gi3To À AosYo + Ass 


Si maintenant on retranche de la dernière colonne du nouveau déter- 
minant le produit de la première colonne par x, et ensuite le produit 
de la deuxième colonne par y, et si l’on se sert des expressions (6.63) 
de a;3 et a23, on obtient le déterminant 7, de la formule (6.69). Ceci 
prouve l'invariance de 7, par la translation du système de coordon- 
nées. 

Voyons maintenant la rotation. Au 2° du numéro précédent on 
a prouvé que les coefficients a;; et a;; étaient reliés par les formules 
(6.68). Montrons maintenant que J,, 7, et Z, sont invariants. En 
vertu de (6.68), on a 


, 0 
Ii = {4 + 422 = 2B — y + oo 
U ’ ’ va uJ 2 _—_ ® 
T2 = daj1Q22 — aÿ2 = B° — A° — Ay14oo — i2. 
Ce qui prouve l'invariance de J, et Z,. Considérons maintenant 
La 
di: 
’ LA 
I; =|a;, a 


[4 ’ 
dis ds ss 


’ La 


d;; 


’ ’ 


2 Gesl. 


*) On rappelle que le déterminant ne change pas par ces transformations 
(cf. Complément au chapitre 1 
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En développant ce déterminant suivant les éléments de la dernière 
colonne et en tenant compte de l’invariance de 7,, c’est-à-dire de 
l'égalité 


12 = I 
’ ’ 2e. — 493 
Qiz os Giz Are 
et de l'égalité a33 — az33, on obtient 
a, a: G., da: 
1, 12 22 , 11 12 Re 
JT; E d,; ’ ’ — dos ’ ’ + Gssl. (G. 10) 
dis des 13 os 


En vertu des formules (6.68), le premier terme du second membre de 
(6-70) peut être transformé de la manière suivante 


a DE Acos(2p+a) —Asin(2p+a)+B| 
SR EP) Céin(pirp Cos(w+p |” 


= C?sin (p+$) {4 cos(p+a—B)—Bsin(p+$)}. (6.71) 
On obtient de façon analogue 


’ , 
12 dés 
, , 


a, a 


13 


/ 


alu | Cecos (p+B){A sin (p-+a—B)+ Bcos(p+B)}. (6.72) 


Des relations (6.70), (6.71) et (6.72), il s'ensuit 
13 = AC* sin (28 — &) — BC* + assla. (6.73) 


Etant donné que les quantités 4, B, C, les angles &, $ et J, ne dépen- 
dent pas de œ (ceci résulte de l’invariance de 7, et de la remarque 2 
du numéro précédent), il s'ensuit de (6.73) qu'il en est de même de 73, 
c'est-à-dire que J3 prend la même valeur quel que soit @. Or ai; = ai; 
pour @ = 0, donc 73 = JZ,. Ce qui prouve l'invariance de /,. Ce 
que nous voulions. 


Les propriétés géométriques des courbes du deuxième degré et leur 
disposition sont entièrement définies par les valeurs des invariants 
I,, I. et Z4. On distingue trois genres de courbes selon le signe de 
l’invariant J,: 

le genre ellipse si 1,>0, 

le genre hyperbole si I, << 0, 

le genre parabole si I, = 
Il est évident que Le genre de la courbe ne varie pas lorsqu'on change 
de système de coordonnées. On donnera plus bas une classsification 
complète de chaque genre de courbe. | 


3. Centre d’une courbe du deuxième degré. Au numéro précé- 
dent, on a établi que seuls les coefficients des termes linéaires de 
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l'équation d’une courbe du deuxième degré varient par une transla- 
tion du système de coordonnées. 

Essayons de trouver maintenant un système de coordonnées 
O'z'y" (translaté de Oxy) qui fasse « disparaître » les termes 2a{37° 
et 2a..y' de l'équation (6.62) de la courbe L. Soient x,et y, lescoordon- 
nées de l'origine O0” du nouveau système. On établit grâce aux formu- 
les (6.63) que les quantités x, et y, sont solutions du système d’équa- 
tions linéaires suivant : 


Ai1To + Gy2Yo + Gis = 0, 
420 + Aroÿo + rs — 0. 


Les équations (6.74) sont dites équations du centre de la courbe du 
second degré, et le point O° (ze Yo), où x, et y, Sont solutions du 
système (6.74), centre de cette courbe. 

Expliquons ce qu'on entend par « centre » d'une courbe. Suppo- 
sons que l’origine des coordonnées est placée au centre O0’. L'équa- 
tion de la courbe ZL devient alors 


Gy1Z'* + 202 Y + doaÿ * + ass = 0. (6.75) 


Soit M (x”, y’) un point de L. Cela signifie que les coordonnées zx’ et 
y’ satisfont à l'équation (6.75). Il est évident que le point 
M%* (—zx", —y') symétrique de A par rapport à O’ appartient aussi 
à L, puisque ses coordonnées vérifient l'équation (6.75). Donc, si 
une courbe Z possède un centre 0”, ses points sont deux à deux symétri- 
ques par rapport au centre, c'est-à-dire que le centre de L est son 
centre de symétrie. 


(6.74) 


Remarque 3.Si une courbe du deuxième degré L admet un 
centre, les invariants Z,, J, et le terme as; de (6.75) sont reliés par 
la relation 


Ts = Toass. (6.76) 


En effet, 7, étant invariant, on obtient dans le système de coordon- 
nées O'x'y" 
y dy 0 
Ts=|a; ax 0 
0 O0 a:, 


Cette formule entraîne la relation (6.76). 

L'existence du centre d’une courbe du deuxième degré est liée 
à l'existence d’une solution des équations du centre (6.74). Si les 
équations du centre possèdent une seule solution, la courbe L est dite à 
centre *). Vu que le déterminant du système (6.74) est égal à 7, et 


*) Donc, une courbe à centre possède un seul centre. 
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qu'une condition nécessaire et suffisante d'existence d'une seule 
solution de ce système est que son déterminant soit non nul, on peut 
tirer l’importante conclusion suivante: les courbes du genre ellipse 
(7, > 0) et du genre hyperbole (1, << 0) et elles seules sont à centre. 


Remarque 4. Si l’origine des coordonnées est placée au 
centre O0’ d'une courbe du deuxième degré L, l'équation de celle-ci 
LEA Q 
s ecril 


aux ?+ 2e, y" + ay"? + + = 0. (6.77) 


En effet, en plaçant l’origine des coordonnées au centre de la courbe, 
l'équation de celle-ci prend la forme (6.75). Comme 7, = 0 pour 


une courbe à centre, on déduit de la formule (6.76) que a;53 = 2. 
En portant l'expression de a33 dans (6.75), on obtient (6.77). | 


4. Réduction canonique de l’équation d’une courbe du deuxième 
degré par rotation des axes de coordonnées. Montrons que l’équa- 
tion (6.60) de toute courbe du deuxième degré L peut être réduite par 
une rotation convenable du système de coordonnées à une équation ne 
contenant pas leterme 2ai:x'y", c'est-à-dire que ai» — 0. Cette réduc- 
tion de l'équation du deuxième degré sera dite réduction canonique. 

Il est évident qu'on admettra que le coefficient a,. de l'équation 
primitive (6.60) est non nul, car si a;,, = 0, le problème posé est 
déjà résolu. 

Soit @ l'angle dont tourne le système de coordonnées. De la 
deuxième formule (6.67), on déduit que l'angle œ cherché est solution 
de l'équation trigonométrique suivante : 


— à (ass — ax) sin 2p +4, cos 2p = 0. (6.78) 


dans laquelle a,, = O0 par hypothèse. Sous cette condition, il est 
évident que cette équation admet la solution suivante: 


cotg 2q = on À (6.79) 


Si donc l'on fait tourner le système de coordonnées d'un angle œ 
défini par (6.79), l'équation de la courbe L ne contiendra pas le 


terme 2a;ox'y" et de plus a33 = a, en vertu des formules (6.67). En 
d'autres termes, cette équation s’écrira 


aiax* + aooy'* + 2ai3T + 2ao3ÿ + ags = 0. (6.80) 


9. Réduction de l'équation d’une courbe du deuxième degré à 
centre (/:--0). Classification des courbes à centre. Les conclusions 
établies dans les deux numéros précédents nous permettent de classer 
11—01538 
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toutes les courbes du deuxième degré à centre. Nous procéderons 
comme suit. D'abord, nous ramènerons l'équation (6.60) à la forme 
(6.77) par un transport de l'origine des coordonnées au centre de la 
courbe, ensuite on réduira canoniquement l'équation (6.77): 
1) si aj> = 0, on ne touchera pas au Système de coordonnées 
‘z'y" et on désignera simplement x’ par x”, y’ par y”et a;; par LUE 
2) si a, 0, on passera au système de coordonnées O'x "y" en 
calculant l'angle à l'aide de la formule (6.79) et en utilisant pour 
cela les formules (6.67) dans lesquelles ai; = ai, et la formule (6.80). 
Dans les deux cas indiqués on trouve que l'équation de toute courbe à 
centre est dans le système O'xr”y” de la forme 
a',.z"?+ ay"? + _ = (0, (6.81) 


11 


La classification ultérieure des courbes est basée sur l'analyse 
de l'équation (6.81). On se sert à cet effet de la relation entre les 
coefficients ais et ass et les invariants 7, et J.. 

Considérons séparément les courbes de genre ellipse et les courbes 
de genre hyperbole. 

1° Courbes de genre ellipse (1, > 0). Considérons l'équation (6.60) 
d'une courbe Z de genre ellipse. Comme J, = ajjase — ai» > 0, 
il vient a11a22 > 0, c'est-à-dire que les coefficients a, et a. sont 
tous deux non nuls et du même signe que J,, puisque 7, = a;, + @s. 
Sans nuire à la généralité on peut admettre que ces deux coefficients 
sont >>0 (ce qu'on peut toujours réaliser par une normalisation de 
l'équation (6.60), c’est-à-dire en la multipliant par —1; par cette 
normalisation le signe de l’invariant 7, devient positif, celui de 7, 
ne change pas). 

On a la proposition suivante : 


Théorème 6.6. Supposons que l'équation (6.60) d'une courbe L 
de genre ellipse (1, > 0) est normée de telle sorte que I, > 0. Alors 
cette équation définit une ellipse pour T3 < 0. Si I, = 0, l'équation 
(6.60) définit un point. Dans ce cas, l'équation (6.60) est dite équation 
de l'ellipse dégénérée. Si I, > 0, l'équation (6.60) ne définit aucun 
point du plan. On dit alors que (6.60) est l'équation d'une ellipse 
imaginaire. 

Démonstration. Etant donné que pour l'équation (6.81) 
on a J, = aj1 + asset ZI, = a{1a22, il s'ensuit de la condition 7, > 0 
et 7, > 0 que aÿ; > 0 et a22 > 0. Donc, l'équation (6.81) de la 
courbe Z peut être mise sous la forme suivante: 


D À 0, — (GS) 


(Ve) (V2) 
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© ++ — =0 si 1,=—0, (6.83) 
RTE 1° 
y” = —1 si 1:>0. (6.84) 


VE =) "V Js0: | 
I] est évident que 4 (6.82) correspondant au cas £ < 0 


est a. canonique d'une ellipse de demi-axes V2 et 
- ai 


V = Ta: . L'équation (6.83) correspondant au cas 7, = 0 est satis- 
2G00o 


faite par les coordonnées d'un seul point : x” = 0, y” = 0. L'équa- 
tion (6.84) n'est vérifiée par les coordonnées Por. point du plan, 
puisque son premier membre est positif et son second strictement 
négatif. Pour achever la démonstration du théorème, il suffit de 
remarquer que chacune des équations (6.82), (6.83), (6.84) est équiva- 
lente à l'équation primitive respectivement pour 73 < 0, 7, = 0, 
T3 >> 0 et par suite les conclusions géométriques établies pour les 
équations (6.82), (6.83) et (6.84) sont aussi valables pour l'équation 
(6.60). Ce qui prouve le théorème. 


Remarque 5. Appesantissons-nous sur le cas où l'équation 
(6.60) définit une ellipse. Ceci étant, on admettra que cette équation 
est normée de telle sorte que 7, > 0. Les coordonnées (x,, y,) du centre 
de cetteellipse sont solutions du système (6.74). Le nouvelaxe O'xr"étant 
l'un des axes principaux de l’ellipse (ceci résulte du fait que dans le 
système O'x”y”", l'équation de l’ellipse est canonique et par suite 
les axes Oz” et O'y” sont confondus avec les axes principaux de 
l'ellipse (cf. n° 1, $'2)), l'angle de cet axe avec l'axe Or peut être 
déterminé à l’aide de la formule (6.79). Enfin de l'équation (6.82), 


" e . , . » CN —— 1 
il résulte que les demi-axes de l’ellipse sont égaux à V = 
11 


V4 = * et de plus les coefficients aï1 et a22 s'expriment en fonction 
2a 


des bete ai, de l'équation primitive (6.60) (cf. première et 
troisième formules (6.67) dans lesquelles il faut poser ai — a11 et 
A 99 = an»). 

Donc, si l’on connaît les invariants et les formules de change- 
ment des coordonnées, on peut calculer les demi-axes de l’ellipse 
et dire comment elle est disposée par rapport au système de coordon- 
nées primitif Ozxy. 


29 Courbes de genre hyperbole (1, << 0). On a la proposition sui- 
vante. 


Théorème 6.7. Si I, << 0, l'équation (6.60) définit une hyperbole 
pour I, = 0 et un couple de droites concourantes pour I; = 0. 


11 
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Démonstration. Etant donné que = @11@22 pour 
l' équation (6.81), de la condition 7, <Oils ’ensuit que aï1 et a3 
sont de signes contraires. Pour fixer les idées on admettra que aï1 > 0 
et as 0 (le cas aj1 0, as: > 0 se traite de façon analogue). 
L'équation (6.81) peut alors être mise sous la forme 


— — — — 1 si 7,0, (6.85) 
VE) (Vs) 
© — #1 =0 si F,=0, (6.86) 
va) (=) 
y" —=1 si /:>0. (6.87) 


FA — 2 _ —13 \? 
U Joaï ) (VW Te (— as) ] 
Il est évident que l'équation (6.85) correspondant à 7, << 0 est 


l'équation canonique d'une hyperbole dont Oy est l’axe focal et Ox 
l'axe non focal, les demi-axes focal et non focal étant respectivement 


égaux à 


Ts 
Ve Ta (— 02) e, V rZ Tan 


L'équation (6.87) correspondant au cas 7, >> 0 est aussi l'équation 
canonique d'une hyperbole dont Ox est l'axe focal et l'axe Oy l'axe 
non focal, les longueurs respectives des demi-axes focal et non focal 


étant 


= 73 DUT PE 
= et 4 Tata) ° 


Joaïi 


L'équation (6.86) correspondant au cas 7, — 0 peut s'écrire 


Tr” y” r” y” : 
RES 
Van V —a5s Van V —a%s 


ail 


Cette équation n'est satisfaite que par les points des droites 


x” y” : x” y” » 
A 0 
Vañ V —a% Van V —a5: 


Pour achever la démonstration du théorème il suffit de remarquer 
que chaque équation (6.85), (6.86), (6.87) est équivalente à l'équation 
primitive (6.60) respectivement pour 7, << 0, 7, = 0 et 7: > 0; 
donc, les conclusions géométriques établies pour les équations (6.85), 
(6.86) et (6.87) sont valables aussi pour l'équation (6.60). C.q.f.d. 
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Remarque 6. Arrêtons-nous en détail sur le cas où l’équa- 
tion (6.60) définit une hyperbole, c'est-à-dire 7, # 0. 

Les coordonnées (r,, yo) du centre de cette hyperbole sont solu- 
tions du système (6.74). L'angle œ de l'axe Or’ (qui est soit l’axe 
focal, soit l’axe non focal de l’hyperbole) et de l’ancien axe Or peut 
être déterminé à l’aide de la formule (6.79). Enfin, en démontrant 
le théorème, on a incidemment indiqué les demi-axes focal et non 
focal de l'hyperbole. Ceux-ci se calculent en fonction de 7,, 7: a; 
et a... Les coefficients a,, et a, s'expriment au moyen des coeffi- 
cients a;, de l'équation initiale (6.60) (cf. première et troisième 
formules (6.67) dans lesquelles il faut poser a, = a;, et a; — @,2). 
Les équations des asymptotes de l’hyperbole peuvent être détermi- 
nées sans peine d'après les équations canoniques (6.85) ou (6.87). 

Si donc l'on connaît les invariants et les formules de changement 
des coordonnées, on peut calculer les demi-axes focal et non focal 
de l’hyperbole et déterminer sa disposition par rapport au système 
de coordonnées primitif Oxy. 


6. Réduction de l'équation d’une courbe de genre parabole 
(1: = 0). Classification des courbes de genre parabole. Signalons 
tout d’abord que l'invariant 7, + 0. En effet, si 7, = àa;, + @o = 
= 0, alors IT = a, + ai, + 2ajytss = 0, c'est-à-dire que ajjas = 
AE APE 


Comme 7, = a;,;,a,, — af, = 0, en se servant 


2 
de l'expression de a;,a,;, on trouve —-t—=a,, d'où il 
s'ensuit Que 4j, = 22 = jo = 0. Or, par hypothèse l'un au moins 
des coefficients a,,, @,: et a,, est non nul. Donc, 1, # (. 

Réduisons l'équation (6.60) à la forme canonique : 1) si a;; = 0, 
-on ne touche pas au système de coordonnées Ory et on remplace 
simplement x par x’, y par y’et a;; par a;; 2) si ay, 5 0, on passe 
au système de coordonnées Ox'y” en calculant l'angle de rotation à 
l’aide de la formule (6.79) ainsi que des formules (6.67). Dans les 
deux cas, l'équation o id, prend la forme (6.80). Comme J, 
= a, +a,, et J, = a,,a,, pour l'équation (6.80), il résulte de jé 
condition 1, #0 et 7, = 0 que l’un seulement des coefficients a, 
et a, est nul. 

Pour fixer les idées on admettra que a,, = 0 et a, # 0 (le cas 
inverse se traite de façon analogue). Sous cette condition, 1, = a, 
puisque /, = a, + a... Ainsi, l'équation (6.60) se ramène (pour 
I, = 0) à ‘la forme suivante *): 


L:y"? + 2a,,x° + 2a,.y" + ass = 0. (6.88) 


*)Sia, ÆUet as, = 0, alors l, = aj1 et au lieu de (6.88), on obtient 
l'équation fre 3 + 2aisr + say" Le ass = O0 qui, si l’on désigne r° par y’, 
y' par r', ais par ass ©t Gss par ais, se transforme en l'équation (6.88). 
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On peut ensuite simplifier l'équation (6.88) par une translation du 


système de coordonnées Ox'y’. Mettons préalablement (6.88) sous la 
forme suivante 


I, (y°+4)" +202 +03 — SE = 0. (6.89) 
La forme de l'équation (6.89) montre comment il faut choisir la 
translation du système de coordonnées Ox'y'. Il faut que le premier 
terme I, y" + &) du premier membre de (6.89) soit de la 
forme /,y”2 et les autres termes restent invariants. Il faut donc poser 
y'=y + et x” = x’. Passons maintenant au nouveau système 
de coordonnées obtenu par la translation suivante 


( x” RE 
” ’ * 6.90 
\v =y'+<E. di 
1. 
Introduisons les notations 
Ga digg Te (6.91) 


En vertu des relations (6.89), (6.90) et (6.91), l'équation de L s'écrit 
dans le système de coordonnées O”x”y": 
Ly"? + 2ax" + a, = (. (6.92) 
Prouvons maintenant la proposition suivante. 
Théorème 6.8. Si [1,—0, l'équation (6.60) définit une parabole 


pour I, 0 et soit un couple de droites réelles parallèles (éventuellement 
confondues), soit un couple de droites imaginaires parallèles *) pour 


s = (0. 
Démonstration. Voyons comment les quantités a; 
et /, sont reliées entre elles. Pour l'équation (6.92), on a 
0 O0 a;, 
1:=| 0 7, O|=—TJai. (6.93) 
a, 0 a, 
Comme /, # 0, le coefficient a’, # 0 si 7, 0, et a, = 0 si Z, = 


= 0. On peut maintenant mettre l'équation (6.92) sous la forme 
suivante 


pour /,#0 (a,%#0): iy?+2a;,(x"+ se) =0, (6.94) 
pour /,—=0 (a,=0): Z,y"?+a,, =0. (6.95) 


*) Cette notion sera précisée au cours de la démonstration. 
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11 est évident que l'équation (6.94) correspondant à: 7, > 0 définit 
une parabole. Pour le prouver, effectuons la translation suivante 


_ mt 1. ass 
[X=s"+ 2aïs (6.96) 
Y =7y", 
et posons 
p= 5 (6.97) 
1 


Au lieu de (6.94) on obtient alors l'équation Y* = 2pX, ou Y* — 
= —2pX, qui est l'équation canonique de la parabole. 

L'équation (6.95) correspondant à 7, = 0 peut être mise sous la 
forme 


= — 4, (6.98) 
1 
Si —%>0, l'équation (6.98) définit un couple de droites parallè- 
1 
les y=y -& et y” — -V -&: si — = , l'équation 


1 
(6.98) définit l'axe Or” (cette équation peut être traitée 
comme un cas limite lorsque a, — 0, c'est-à-dire définissant un 
couple de droites confondues). Si enfin — Fe < 0, l'équation 
1 
(6.98) n'est satisfaite par les coordonnées d'aucun point du plan, 
c'est-à-dire que l'objet géométrique qu'elle définit est imaginaire. 
On dit généralement dans ce cas que l'équation (6.98) définit un 
couple de droites parallèles imaginaires. C.q.f.d. 


Remarque 7. Dans le cas 7, 0 où l'équation (6.60) 
(avec 7, = 0) définit une parabole, le lecteur trouvera sans peine le 
paramètre p de celle-ci et sa disposition par rapport au système de 
coordonnées Ozry. Il suffit à cet effet de réduire l'équation (6.60) 
à l'équation (6.88) et d'appliquer les formules (6.90), (6.91), (6.96), 
(6.97). 


7. Coniques dégénérées. Une conique ZL d'équation (6.60) est dite dégénérée 
(ou décomposable) si le premier membre de cette équation peut être représenté 
par le produit de deux monômes du premier degré. Il est évident que si la courbe 
L est dégénerée dans un système de coordonnées rectangulaires, elle le sera dans 
tout autre système : le changement de systèmes de coordonnées laisse invariant 
le degré de chaque monôme et de plus chaque monôme se transforme indépendam- 
meut des autres. Cette propriété des monômes nous permet de formuler une 
condition necessaire ct suffisante de dégénérescence des coniques. 
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Théorème 6.9. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une conique L 
soit dégénérée est que l'invariant I, soit nul. 


Démonstration. Nous avons prouvé (cf. théorème (6.6), (6.7), 
(6.8)) que l'équation de toute courbe L du deuxième degré peut être réduite à 
l'une des formes (6.82) à (6.87), (6.94) et (6.95). 

Parmi ces courbes les seules à être dégénérées sont celles pour lesquelles 
T3 = 0, et inversement si /Z, — 0, alors l'équation de la courbe se ramène à une 
forme qui définit des droites. C.q.f.d. 


CHAPITRE 7 


QUADRIQUES 


Dans ce chapitre on étudiera la notion et les principaux genres 
de quadriques. On indiquera de plus les méthodes d'étude de telles 
surfaces. 


$ 1. Notion de quadrique 


En vertu des définitions 1 et 3 du n° 5, $ 2, chap. 4, on appellera 
surface S du deuxième degré ou quadrique le lieu géométrique des points 
dont les coordonnées cartésiennes vérifient une équation de la forme 


Au12° + Guoÿ° + Gss2* + 20127 + 2a:5Y2 + 
+ 24872 + 24347 + 2aoay + 2auz + aus = 0, (7.1) 


où l’un au moins des coefficients &@;;, Gus, Gggs Ayos ag Aya eSt 
non nul. 

L'équation (7.1) sera dite équation générale d'une quadrique. 

Jl est évident qu'une quadrique traitée comme un objet géométri- 
que *) est invariante par un changement de système de coordonnées. 
À noter que l'équation primitive (7.1) et l'équation transformée sont 
algébriquement équivalentes. 

On verra plus loin que pour toute équation (7.1), on peut exhiber 
un système de coordonnées dans lequel celle-ci prend une forme 
si simple que l'étude des propriétés géométriques de la surface S 
pe présente aucune difficulté. 

On se servira de ce procédé pour donner une description complète 
de tous les genres de quadriques. 


1. Formules de transformation des coefficients de l'équation d’une 
quadrique par changement du système de coordonnées. Considérons 
séparément la translation et la rotation du système de coordonnées. 


*) L'équation (7.1) peut éventuellement définir une droite, un seul point 
ou n'être satisfaite par les coordonnées d'aucun point. On dira alors que ces 
objets sunt dégénérés où imaginaires. 
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Convenons de la terminologie suivante: le groupe de termes 
GT” + Geoÿ° + Gs32° + 2ayo7Y + 2esy2 + 201372 


sera appelé groupe des termes du second degré de l'équation, le groupe 
de termes 


24a,4t + 24 + 24342 + du 


partie linéaire de l'équation. Les coefficients &;;, Goos Ass» Aie Gos 
3 Seront appelés coefficients dominants, les coefficients a;4, &Goas 
34 et As coefficients de la partie linéaire de l'équation, le coefficient 
Gas, terme constant. 


Considérons d'abord la translation. On sait que les 
anciennes et les nouvelles coordonnées sont reliées par les relations 
ZT —=Z' +Zo; 
’ Cd 
Yy=Y +ÿor (7.2) 


LA ' 
2=2" + £o. : 


OÙ Zor Yor Zo Sont les coordonnées de la nouvelle origine O”dans 
l'ancien système Oxyz (cf. chap. 3, formules (3.20)). En portant les 
expressions (7.2) de x, y, z dans le premier membre de (7.1), on 
obtient l'équation de S dans le nouveau système O'x'y'z': 


aur'® + Gooÿ"? + Q335°? + Layer y" + 2assy'z + 
+ 2a,42"z" + 2aï,x' + 2ai,y" + 2ai,z' + a = 0, (7.3) 
ou 
is = dyTo + Gyao + Mi32o + Aue, 
Ass = yoTo + AroŸo + Aa32o + Aus 
as = Ai3lo + 2390 4 3320 + Aus 
Gi = nl + Aooÿ5 Ÿ 33% + 2Gy2Toÿo + 
+ 243ÿ020 + 2@15T020 + 28 To + 
+ 2aÿo + Zasi2o + use 


»”- 


(7.4) 


Un examen de l'équation (7.3) nous permet de tirer l’importante 
conclusion suivante: la translation du système de coordonnées laisse 
invariants les coefficients dominants, quant aux coefficients des termes 
linéaires, ils se transforment suivant les formules (7.4). 

Considérons maintenant la rotation. On sait que les an- 
<iennes et les nouvelles coordonnées sont reliées par les relations 
{cf. chap. 3, formules (3.20)) 


T'= MT + Mieÿ + Misc, 

Y = MasT" + Mooÿ" + Mas2”, (1.5) 
2 , CE 

= MT + Mayoÿ + Mas2', 
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où my = My; Sont les cosinus des angles formés par les anciens et 
les nouveaux axes de coordonnées. En portant les expressions (7.5) 
de x, y et z dans le premier membre de (7.1) et en réduisant les 
termes semblables, on obtient l'équation suivante de S$S dans le 
système Ox'y'z': 


’ ’ ’ a ! , PU , 1 _9 U , ‘ , !…! 
4,2?+a,.y° +42? + 2a,r y + 2a.,y2 + 2a.rz + 
' ? LU ? + ’ ? æ 
+ 2a,,r' + 2a..y + 24,7 + aa = (. (7.6) 


Il est immédiat de s'assurer de la véracité de l’importante conclusion 
suivante sur la structure des coefficients a;;: si l’on tourne le système 
de coordonnées, les coefficients dominants de l'équation (7.6) s'expriment 
en fonction des seuls coefficients m;, de (7.5) et des coefficients dominants 
de l'équation (7.1); les coefficients a;,, a,, et a,, de l'équation (7.6) 
s'expriment en fonction des seuls coefficients m;, et a;4, a4 et as4 de 
l'équation (7.1): le terme a, est invariant (c'est-à-dire que as = 
= &,,). Ceci étant, si tous les coefficients aa, a:4 et as4 sont nuls, il 
en est de même des coefficients a;,, a;, et a;,. On voit donc que la 
translation permet de simplifier le groupe de termes linéaires de l'équa- 
tion (71.1) en laissant invariants les coefficients dominants, quant à la 
rotation, elle permet de simplifier le groupe des termes dominants de 
cette équation. 


2. Invariants de l’équation d’une quadrique. On démontre la 
proposition suivante. 
Les quantités 


li=a+autas, = 


diy die is 
Ts=—|as a al et 1,= 


dis ds A3 


sont des invariants de l'équation (7.1) d'une quadrique par un change- 
ment du système de coordonnées. 


3. Centre d’une quadrique. Essayons de trouver un système de 
coordonnées O'xr'y'z" (obtenu par une translation du système Ozxyz) 
daus lequel l'équation (7.3) de cette surface ne contiendra pas les 
termes 2a;,r', 2a.,y" el 2a,,z', c'est-à-dire dont les coefficients a,,, 
a;, et a!, seront nuls. Soient zç, yo 20 les coordonnées de l'origine O° 


172 QUADRIQUES (CH. 7 


du système cherché. En se servant des formules (7.4), on trouve que 
Lors Yor Zo Sont solutions du système d'équations linéaires suivant 


yiTo + Giao + 1320 + Aus = 0, 
y2To + AzoYo + d2320 + An = 0. (7.4) 
Ai3To + Ars + As320 + Aa — 0. 


Les équations (7.7) s'appellent équations du centre de la quadrique, 
le point O" (xs, Yor Zo)» OÙ Zor Yor Zo Sont solutions de (7.7), centre de 
la quadrique. 

Supposons que la quadrique admet un centre 0” (c'est-à-dire que 
le système (7.7) admet la solution (x,, Yo, Zo)). Plaçons l'origine des 
coordonnées en 0”. Etant donné que les coefficients dominants sont 
invariants par une translation et que l’origine des coordonnées est 
placée au centre, l'équation de la surface S s’écrit sous la forme 


1,1, 


suivante dans le système O'xr'y'z': 
at? + dooÿ ? + a332°? + 2a,,x'y" + 2a,,y'z" + 
, (4 e— mm} 
+ 2a,,x'y" + a,, = 0. (7.7°) 


Il est évident que si un point Af (x’, y’, z') est situé sur S (c’est-à- 
dire que ses coordonnées zx’, y’, z° satisfont à l'équation (7.7')), 
il en est de même de son symétrique AJ* (—zx", —y", —z2") par rap- 
port à O0’. Donc, si une quadrique S possède un centre O0”, ses points 
sont deux à deux symétriques par rapport à O', autrement dit le centre 
O0" est centre de symétrie. 

L'existence du centre de la quadrique est liée à l'existence d'une 
solution des équations du centre (7.7). Si les équations du centre possè- 
dent une seule solution, la quadrique S sera dite quadrique à centre *). 

À noter que les seules quadriques à posséder un centre sont les quadri- 
ques dont l'invariant I, est non nul, car Z, n’est autre que le détermi- 
nant du système (7.7) des équations du centre. 


4. Réduction canonique de l’équation d’une quadrique par rota- 
tion des axes de coordonnées. Montrons que dans un système de 
coordonnées, l'équation d'une quadrique S donnée ne contient pas les 
termes 2a,,x'y', Za,.y'z' et 2a'.xr'z', c'est-à-dire que les coefficients 
dis ds, et a, sont nuls. 

Désignons par F le groupe des termes du second degré de l’équa- 
tion (7.1) 


F = aux + auey* + G332° + 2ajoty + Tassyz + 2a1s7z (7.8) 


et considérons les valeurs prises par F sur une sphère x de rayon 
1 centrée en l'origine des coordonnées. En d'autres termes, considé- 


*) Donc, la quadrique à centre possède un centre unique. 
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rons les valeurs prises par F (x, y, z) pour toutes les valeurs de 
Z, y, z liées par la relation *) 


 +y +z =. (7.9) 


Soit P le point de la sphère x en lequel F (x, y, z) prend sa valeur 
maximale **). Prenons le nouvel axe ÜUz’ de même sens que le vec- 


——} 
teur OP. Il est évident que les coordonnées du point P seront (0, O, 1) 
dans le système Ox'y’z'. 

Vu que dans lenouveau système Ox"y'z", l'expression de Fest ***) 


F=a;zr"* +a,y"* + az + 2a,r y" + 
+ 2a,,y'z" + 2a;,x'z (7.10) 
et que la sphère x a pour équation 
z'+Ly +z* = 1, (7.11) 


les valeurs de F sur x peuvent être calculées à l’aide de (7.10). En 
particulier, F prend sa valeur maximale en (0, O, 1). 

Montrons que les coefficients a,. et a;, de (7.10) sont nuls. 
Prouvons par exemple que a, = 0 (la nullité de a. s'établit de 
façon analogue). Considérons à cet effet les valeurs de F sur le 
cercle L, intersection de la sphère (7.11) avec le plan y’=0, c'est-à- 
dire avec le plan Ox'’z'. Soit 8 l'angle du rayon vecteur d’un point M 
du cercle L avec l'axe Oz’. Les coordonnées zx’, y’,z’ de M sont 
visiblement égales à 

z' =sin0, y’ —=0, z = cos 6. (7.12) 
En portant les valeurs de x”, y’ et z” dans (7.10) on obtient l’expres- 
sion suivante de F sur L: 


— a’, sin? " cos? 8 + 2a’. si 
F=a;,sin?6 + a.. cos? 0 + 2a,, sin 8 cos 8 — 


— du 059 + pa cos 28 + a; sin 28. (7.13) 


Donc, les valeurs de F sur L peuvent être représentées par la fonction 
(7.13) de 6. Cette fonction prend sa valeur maximale pour 8 = 0 
(des formules (7.12) il résulte qu'à la valeur 8 = O0 est associé le 
point (0, 0, 1) en lequel Fest maximale). De là il vient que la déri- 
vée de la fonction (7.13) est nulle en 8 = 0. En dérivant (7.13) par 


*) La relation (7.9) est l'équation d'une sphère de rayon 1 centréc en 
l'origine des coordonnées. 

*+*) La sphère x est un ensemble borné fermé sur lequel est définie une 
fonction continue F de trois variables x, y, :. D'où l'existence d'un point P de x 
en lequel F prend sa valeur maximale. 

*+*+) On rappelle que si l'on fait tourner le système de coordonnées, les coef- 
ficients dominants s'expriment en fonction des m,, de (7.5) et des coefficients 
dominants de (7.8) (cf. n° 1 ci-dessus). 
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rapport à 0 et en faisant ensuite 60 = 0, on obtient l'égalité 2a;, = 
= 0, d'où il s'ensuit que a, = 0. Pour prouver que a;, = 0, il faut 
envisager les valeurs de F sur le cercle NW, intersection de la sphère 
(7.11) avec le plan x’ = 0, et reprendre les mêmes raisonnements. 
Ainsi, dans le système de coordonnées Ozx'y’z’, le groupe de termes 
du second degré de l’équation de la quadrique S s’écrit 
F=a;,z" + 2a,z y" + ay" + a,,z"*, (7.14) 

les axes Oz” et Oy” n'étant soumis à aucune condition si ce n’est Jeur 
orthogonalité à Oz’. En d’autres termes, lorsque le système Ox'y'z’ 
tourne d’un angle quelconque autour de l'axe Oz’, le groupe F des 
termes du second degré sera de la forme (7.14). Ceci étant, les coor- 
données x’ et y” se transforment suivant les formules de rotation du 
système de coordonnées dans le plan et la coordonnée z’ reste inva- 
riante. Pour cette raison, on peut choisir un système de coordonnées 
dans lequel le coefficient a, du produit z'y’ sera nul. 

On a donc prouvé qu'il existe un système de coordonnées Ozx'y'z" 
dans lequel l'équation de la surface S est de la forme 


r 12 , ,,12 12 rt , 
az +ay" + 4,2" + 2a;,r" + 2a,y" + 
+ 24,3" +a, =0. (7.15) 


La réduction de l’équation (7.1) de S à la forme (7.15) s'appelle 
réduction canonique de l'équation de la surface. 


$ 2. Classification des quadriques 


1. Classification des quadriques à centre. Soit S une quadrique 
à centre. Ramenons l'origine des coordonnées au centre de cette 
quadrique et réduisons ensuite canoniquement son équation. En 
appliquant les conclusions des n% 1, 3 et 4 du $ 1 de ce chapitre, 
on s'assure sans peine que l'équation de cette quadrique se ramène 
à la forme *) 


Q12° + Goeÿ* + Gss2° + aus = 0 (7.16) 


Etant donné que l'invariant 7, + 0 pour une quadrique à centre et 
que Js = Gyiüesss pour l'équation (7.16), les coefficients a,,, a: 
et as Sont tous non nuls, soit 


au 0, ae O0, ass 7 0. (7.17) 


On distinguera les cas suivants. 

1° Les coefficients a;,, a et ass sont de même signe et ass 0. 
La surface S est alors un ellipsoide. 

Si les coefficients @jj; Go, Gss et au Sont de même signe, le 
premier membre de (7.16) ne s’annule pour aucune valeur de x, y, 2, 


*) Le dernier système de coordonnées sera désigné par Ozyz. 
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c'est-à-dire que l'équation de S n’est satisfaite par les coordonnées 
d’aucun point. Dans ce cas on dit que la surface $ est un ellipsoïde 
imaginaire. 

Si les coefficients a,,, a: et ass Sont de signes contraires à celui 
du coefficient a,4, la surface S s'appelle ellipsoïde réel. Dans la suite, 
par « ellipsoïde » on entendra seulement un ellipsoïde réel. 

L'équation de l’ellipsoïde est généralement donnée sous la forme 
canonique. Il est évident que — _ », — mes Ro es sont => 0 *). 
Désignons ces nombres respectivement par a*, b*, c°. Des calculs 
simples nous permettent d'écrire l'équation (7.16) de l'ellipsoïde sous 
la forme 


zr? 2 22 
tte. (7.18) 


L'équation (7.18) s'appelle équation canonique de l'ellipsoïde. 

Si un ellipsoïde est défini par son équation canonique (7.18), 
les axes Or, Oy et Oz sont ses axes principaux. 

2° Des quatre cuefficients a;j, Goo, Ass €t Gas, deux sont positifs, 
les deux autres négatifs. Dans ce cas, la surface S est dite hyperboloïde- 
à une nappe. 

L'équation de l'hyperboloïde à une nappe est généralement don- 


née sous la forme canonique. Supposons pour fixer les idées que: 
sa 


1 > 0, Aoo > 0, las < 0, Œss < 0. Alors les quantités — FEENE 


_ “4 , ss sont > 0. Désignons-les respectivement par a°, b°, c°. 
22 33 
Des calculs simples nous permettent d'écrire l'équation (7.16) d'un 


hyperboloïde à une nappe sous la forme 
tés s=t. (7.19). 


L'équation (7.19) s'appelle équation canonique de l'hyperboloïde à une- 
nappe. 

Si un hyperboloïde à une nappe est défini par son équation 
canonique (7.19), les axes Ox, Oy et Oz sont ses axes principaux. 


Remarque 1. Si les signes des coefficients &;;, Goes Ugo. 
as, Sont répartis autrement que dans le cas considéré, on peut déduire- 
sans peine l'équation canonique (7.19) en changeant le nom des axes 
de coordonnées. 

3° Le signe de l'un des trois premiers coefficients aj1, Gors Ggsr Qag 
est contraire de celui des autres. Dans ce cas, la surface S s’appelle 
hyperboloïde à deux nappes. 


*) En vertu de (7.17) et de la définition de l'ellipsoïde, les coefficients 
Ajje Goo, 33 et 444 ne sont pas nuls et le signe de a,, est contraire de celui de a,,, 
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Ecrivons l'équation de l'hyperboloïde à deux nappes sous la 
forme canonique. Supposons pour fixer les idées que a;,, 0, ass 


<0, a33>0, ay <0. Alors + > 0, “> 0, — #8 > 0. 


22 33 
Désignons ces nombres respectivement par a°, b*, c*. Des calculs 
élémentaires nous permettent d'écrire l'équation (7.16) de l'hyperbo- 
loïde à deux nappes sous la forme suivante : 
T° 


+= —1. (7.20) 


L'équation (7.20) s'appelle équation canonique de l'hyperboloïide à deux 
nappes. 

Si un hyperboloïde à deux nappes est défini par son équation 
canonique, les axes Or, Oy et Oz sont ses axes principaux. 


Remarque 2. Si les signes des coefficients &@;;, Goes Gss 
et a,44 sont distribués autrement que dans le cas considéré, on peut 
établir l'équation canonique en changeant le nom des axes de coor- 
données. 


4" Le coefficient a;, est nul. La surface S s'appelle alors cône 
du second degré. 

Si les coefficients a;,,, a+: et ass sont de même signe, le premier 
membre de (7.16) s'annule uniquement pour x — y = z = 0, c'est-à- 
dire que l'équation de S est satisfaite par les coordonnées d’un seul 
point. La surface S s'appelle alors cône imaginaire du second degré. 
Si les coefficients a;,, Ge, 433 ne sont pas tous de même signe, la 
surface $ est dite cône réel du second degré. 

Le cône réel du second degré est généralement donné par son 
équation canonique. Supposons pour fixer les idées que a,, > 0, 


dre 0, ass 0. Posons — — 4°, = bte == 0: 
L ELA Q em ,» . d11 As 33 
L'équation (7.16) s'écrit alors 


pue 26 (7.21) 


L'équation (7.21) s'appelle équation canonique du cône réel du second 
degré. 


Remarque 3. Si les signes des coefficients @jj, Goos gs 
sont répartis autrement que dans le cas envisagé, on établit alors 


sans peine l'équation (7.21) en changeant le nom des axes de coor- 
données. 


Remarque 4. Dans le paragraphe suivant, on démontrera 
que le cône réel du second degré est engendré par des droites passant 
par un point fixe. 
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2. Classification des quadriques sans centre. Soit S une quadri- 
que sans centre, c'est-à-dire une quadrique pour laquelle 7, = 0 
(cf. n° 3, $ 1). Ramenons l'équation de cette quadrique à la forme 
(7.15). Comme 7, = 0 et que pour l'équation (7.15) Z3 = a;,a,,@,.s 
deux au plus des coefficients a;,, a,, a, sont nuls *). Discutons. 

1° L'un des coefficients a;,, a a;, est nul. Supposons pour fixer 
les idées que a;, = 0 (si un autre de ces coefficients est nul, on se 
ramène au cas envisagé en changeant le nom des axes de coordon- 
nées). Effectuons le changement de coordonnées suivant : 


2" +u. PT eo 22"; (7.22) 
&is Gaga 
Ea portant x’, y’ et z’ déduits de (7.22) dans (7.15) et en remplaçant 


ensuite a, Par Giys Gun PAT Gges @,, par p et a;, par g, on obtient 
l'équation suivante de S dans le nouveau système Ozxyz: 


dut + Gs2ÿ° + 2pz + q = 0. (7.23) 
1) Sip —<0 et q = 0, la surface S est composée d'un couple de 


plans 
G22 … 


qui sont imaginaires si a11 et a.A sont de même signe et réels s'ils sont 
de signes contraires. 
2) Sip=0et q #0, l'équation (7.23) devient 


aut® + aeoÿ° + q = 0. (7.24) 


[On sait (cf. n° 3, $ 2, chap. 4) que l'équation (7.24) est l'équation 
d'un cylindre de génératrice parallèle à l'axe Oz. Si &;11, @22 et qg sont 
de même signe, le premier membre de (7.24) est non nul quels que 
soient x et y, et le cylindre est imaginaire. Dans le cas contraire, le 
cylindre sera réel. À noter que si a,, et a. sont de même signe et q 


est de signe contraire, alors — — > 0, — —— > 0. Désignons 
11 22 
ces quantités respectivement par a° et b°. L'équation (7.24) devient 
alors 
xt y? ne 
TE Tr 1. (7.25) 


Dans ce cas, on obtient un cylindre elliptique. Si a,, et a. sont de 
signes contraires, la surface définie est un cylindre hyperbolique. 
On s'assure sans peine que l’équation du cylindre hyperbolique est 


EH 1, (7.26) 


._ *) Ces coefficients ne peuvent pas être tous nuls, puisque le degré de l'équa- 
tion est un invariant par tout changement de coordonnées (cf. chapitre 4). 


12—01538 


178 QUADRIQUES (CH 7 


3) Soit p = 0. Effectuons une translation du système de coordon- 
nées qui amène l’origine en {0, 0, >.) et gardons les anciennes 


notations des coordonnées. Il est évident que pour établir l'équation 
de S dans le nouveau système de coordonnées, il suffit de remplacer z 


par 2 dans (7.23). Ce qui nous donne 
dy1T° + Goo” + 2pz — 0. (7.27) 


L'équation (7.27) est l'équation du paraboloïde. Si a,, et a., sont de 
même signe, le paraboloïde est elliptique. L’équation canonique du 
paraboloïde elliptique est 


7? 2 
2= rte (7.28) 


L'équation (7.28) se déduit sans peine de (7.27). Si a,, et a.. sont de 
signes contraires, le paraboloïde est dit hyperbolique. L'équation 
canonique du paraboloïde hyperbolique est 


2= = — À (7.29) 
Cette équation se déduit sans peine aussi de l’équation (7.27). 
2° Deux des coefficients a,,, a., a:, sont nuls. Pour fixer les idées 
on admettra que a, = a,, — O0 (si deux autres coefficients sont 
nuls, on se ramène au cas envisagé en changeant le nom des axes de 
coordonnées). Faisons le changement de coordonnées suivant : 


c=s, yeye 2=5 +5. (7.30) 
En portant x’, y’, z’ déduits de (7.30) dans (7.15) et en remplaçant 
ensuite @{, Par ss» @j, Par P, &, par g et a;, par r, on obtient 
l'équation suivante de S dans Je nouveau système de coordonnées 
Ozyz : 

ass2° + 2pz + 2qy +r = 0. (7.31) 


1) Sip = 0etq = 0, la surface S est composée d'un couple de plans 
parallèles 


z2= + ARE (7.32) 


Il est évident que ces plans seront imaginaires ou réels selon que as: 
et r sont de même signe ou de signes contraires. Si r = 0, ces plans 
sont confondus. . 

2) L'un au moins des coefficients p et q est non nul. Faisons tourner 
le système de coordonnées autour de l’axe Oz de telle sorte que le 
nouvel axe des abscisses soit parallèle au plan 2pxz + 2qy + r = 0. 
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On s'assure immédiatement que dans le nouveau système de coordon- 
nées (en gardant les anciennes notations des coordonnées x, y et 2) 
l'équation (7.31) devient 


ags2® + 2q'y = 0. (7.33) 


L'équation (7.33) est l'équation d'un cylindre paratolique dont la 
génératrice est parallèle au nouvel axe Oz. 


$ 3. Etude de la forme des quadriques 
par leurs équations canoniques 


1. Ellipsoïde. Etudions l’ellipsoïde par son équation canoni- 
que (7.18) (cf. n° 1 du srbae-su précédent) 


Fe + +E ti (7.18) 


De l'équation (7.18) on déduit immédiatement que les plans de 
coordonnées sont les plans de symétrie de l'ellipsoïde et l'origine des 
coordonnées, son centre de symétrie. Les nombres a, b et c sont les 
demi-axes de l’ellipsoïde, c’est-à-dire les longueurs des segments 
dont l'origine est l’origine des coordonnées et les extrémités les 
points d’intersection des axes et de |” ellipsoïde. L'ellipsoïde est une 
surface bornée comprise, comme le montre l'équation (7.18), dans le 
parallélépipède [x | <a, [y | b, |z | < c. Pour mieux se repré- 
senter l’ellipsoïde, étudions Ja forme de ses sections par des plans 
parallèles à un plan de coordonnées. 

Pour fixer les idées, considérons les sections L, de l'ellipsoïde 
par les plans 


z=h (7.34) 


parallèles au plan Ozxy. L'équation de la projection L} de L, sur 
le plan Ozxy se déduit de l'équation (7.18) en faisant z — h. L'équa- 
tion de cette projection est donc 


2 2 h? . 
ti. (7.35) 
Si l'on pose 


a=ay/1—È, w=-5y/1—À, (7.36) 


l'équation (7.35) devient | 


7 : 
x + ve = (7.87) 
c'est-à-dire que ZL? est une ellipse dont les demi-axes a* et b* sont 
donnés par les formules (7.36). La section L, est, elle aussi,. une 
ellipse puisqu'elle s'obtient par une « élévation » de Li à une hauteur 
h le long de Oz (cf. (7.34)). ; 
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On peut obtenir l’ellipsoïde de la manière suivante. Considérons 
sur le plan Oxy une famille d’ellipses (7.37) (fig. 7.1) dont les demi- 
axes a* et b* sont fonctions de À (cf. (7.36)) et affectons à chacune de 
ces ellipses un indice » indiquant à quelle hauteur (le long de Oz) 
doit être élevée cette ellipse. Nous obtenons une sorte de « carte » 


Fig. 7.1 Fig. 7.2 


de l’ellipsoïde. Cette « carte » nous permet de nous imaginer facile- 
ment la forme de l'ellipsoïde dans l’espace (fig. 7.2). 

L'ellipsoïde se déduit de la sphère par une double affinité. En 
effet, si au point W (x, y, z) de la sphère *) 


x? 3 22 
tata! 
on associe le point M” (zx', y’, z’) tel que x’ = x, y" = byla, z° = 


— czla, alors, lorsque .W décrit la sphère, le point 4” décrit la sur- 
face 


z"2 aïy'2 az"? _ 

a a3bi aîct 
ou 

7? y'3 212 

a torts = 


c'est-à-dire un ellipsoïde. 

Signalons en conclusion que les sections de l'ellipsoide par des 
plans sont des ellipses. 

En effet, cette section est une courbe bornée du second degré **) 


’ *) Il est évident que la sphère est un ellipsoïde dont les demi-axes sont 
gaux. ; | 

**) Transformons le système de coordonnées de telle sorte que l'équation du 
plan sécant soit z’ = 0. Par cette transformation, l’ellipsoïde sera défini par 
une équation du second degré. En faisant z’ = 0 dans cette équation, on obtient 
une équation du second degré pour la section de l’ellipsoïde par le plan z’ = 0. 
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(cette courbe est bornée parce que l'ellipsoïde l’est); or, la seule 
courbe du second degré à être bornée est l'ellipse. 

2. Hyperboloïdes. 

4° Hyperboloïde à une nappe. Considérons l'équation canonique 
(7.19) de l’hyperboloïde à une nappe 


_ #1_14, (7.49) 


On voit sur l'équation (7.19) que les plans de coordonnées sont des 
plans de symétrie et l'origine des coor- 
données, le centre de symétrie de l'hy- 
perboloïde à une nappe. 

Considérons les sections L, de 
l'hyperboloïde à une nappe par les 


Ellipse de gorge 


Fig. 7.3 ; Fig. 7.4 


plans z = h. Si l'on fait z — h dans (7.19), on obtient l'équation 
de la projection L} de L, sur le plan Oxy. Posons 


atay/1+È, =by/1+ À. (7.38) 
L'équation de cette projection s'écrit alors 
x? y: 


c'est-à-dire que Z} est une ellipse de demi-axes a* et b*. 
Considérons la « carte » de la partie de l’hyperboloïde à une 
nappe *) située au-dessus du plan Oxy, c’est-à-dire la famille d’ellip- 
ses (7.39) affectées chacune d’un indice h indiquant à quelle hauteur 
doit être élevée cette ellipse (fig. 7.3). On voit sur la carte de l’hyper- 
boloïde à une nappe, que la plus petite des ellipses (7.39) correspond 


*) Cette partie et la partie de l’hyperboloïde à une nappe située au- 
dessous du plan Oxy sont symétriques par rapport à ce plan. 
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à k = 0 (cf. idem formules (7.38)). Cette ellipse s'appelle ellipse de 
gorge. Les dimensions de l'ellipse (7.39) croissent avec h. Donc, 
l'hyperboloïde à une nappe est une surface à une seule nappe qui a la 
forme d'un tube qui s’écarte indéfiniment dans le sens positif et le 
sens négatif de l’axe Oz (fig. 7.4). Les sections de l'hypherboloïde 
à une nappe par les plans Oyz et Oxz sont 
des hyperboles d'équations respectives 


qui sont représentées sur la figure 7.4. 
2° Hyperboloïde à deux nappes. De 
l'équation canonique (7.20) 


RER = à 506) 


de l’hyperboloïde à deux nappes, il 
résulte que les plans de coordonnées sont 


Fig. 7.5 Fig. 7.6 


les plans de symétrie et l’origine des coordonnées, le centre de symétrie 
de l’hyperboloïide à deux nappes. 


Les sections L,; de l'hyperboloïde à deux nappes par les plans 


z = h sont des ellipses dont les projections L* sur le plan Ozxy ont 
pour équation 


+ +=, (7.40) 


at=ay/ #41, bb 7/1. (7.41) 


Des formules (7.41) il s'ensuit que le plan z = h coupe l'hyperboloïde 
à deux nappes seulement pour | k | > c *). Autrement dit, la bande 


où 


*) Le radical des formules (7.41) est <0 pour |h|<c. 
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comprise entre les plans z = —c et z = c ne contient aucun point 
de la surface considérée; cette surface est composée de deux nappes 
symétriques par rapport au plan Ozxy et extérieures à la bande in- 
diquée. 

L« figure 7.5 représente la « carte » de la nappe supérieure de 
l'hyperboloïde à deux nappes. On voit sur les formules (7.41) que 
les ellipses (7.40) croissent indéfiniment avec hk, de sorte que les 
nappes ont la forme de coupes infinies. La figure 7.6 représente un 
hyperboloïde à deux nappes. Les sections de l’hyperboloïde à deux 
nappes par les plans Oyz et Ozxz sont des hyperboles (cf. fig. 7.6). 


3. Paraboloïdes. 
1° Paraboloïde elliptique. L' équation canonique (7.28) du parabo- 
loïde elliptique 


= +++ (7.28) 


nous dit que les plans Oxz et Oyz sont ses plans de symétrie. L'axe Oz 
suivant lequel se coupent ces plans s'appelle axe du paraboloïde 
elliptique. De l'équation (7.28) il résulte que 
le paraboloïde elliptique est situé dans le 
demi-espace z > 0. Les sections L, du para- 
boloïde elliptique par les plans z = h, k>0, 
sont des ellipses dont les projections L} sur 
le plan Ozxy ont pour équation 


2 3 
ae te 1 (7.42) 


a*=a/h, b*—bVh. (7.43) 


On voit sur les formules (7.43) que les ellipses 
(7.42) croissent indéfiniment avec h, de sorte | 
que le paraboloïde elliptique a la forme d'une Fig. 7.7 
coupe infinie (cf. fig. 7.7). 

Considérons les sections du paraboloïde elliptique par les plans 
y = het x — h parallèles respectivement à Ozxz et Oyz. 

Le plan z = h par exemple, coupe le paraboloïde elliptique sui- 
vant la parabole 


z=h. (7.44) 


Il est évident que la parabole (7.44) est l'image de la parabole 


TZ = (0, (7.45) 
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section du paraboloïde elliptique par le plan x = 0, par une transla- 
tion qui amène (0, O0, O) en (2, 0, —) . En d’autres termes, le 


paraboloïde elliptique est la figure engendrée par une parabole (7.45) 
en translation dont le sommet se déplace le long de la parabole z = 
= +; y = 0, section du paraboloïde elliptique par le plan y = 0. 

On montre de façon exactement analogue que le paraboloïde 
elliptique peut être obtenu par la translation d’une parabole, section 


h>0 y h>0 
L 
h=0 «0 h=0 
Fig. 7.8 Fig. 7.9 


du paraboloïde elliptique par le plan y = 0, dont le sommet se 
déplace le long de la parabole (7.45). 
2° Paraboloïde hyperbolique. L'équation canonique (7.29) 


2 2 


du paraboloïde hyperbolique nous dit que les plans Oxz et Oyz sont 
des plans de symétrie. L’'axe Oz s'appelle axe du paraboloïde hyperboli- 
que. 

Les sections z = h du paraboloïde hyperbolique sont pour k > 0 
Jes hyperboles 


2 3 s 
HT p— (7.46) 
de demi-axes : : 
a*=aVh, b*=bVh, (7.47) 
pour hk<< 0, les hyperboles conjuguées de (7.46) 
2 2 : 
+ — Fr — —1 ( 1.48) 


de demi-axes 
a*=aV —h, b*=by —kh. (7.49) 
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Les formules (7.46) à (7.49) nous permettent de construire facilement 
la « carte » du paraboloïde hyperbolique (fig. 7.8). À noter que le 
paraboloïde hyperbolique est coupé par le plan z — O0 suivant les 
deux droites 


y=+iz (7.50) 


Des formules (7.47) et (7.49), il s'ensuit que les droites (7.50) sont 
les asymptotes des hyperboles (7.46) et (7.48). 

La carte du paraboloïde hyperbolique nous donne une idée de sa 
forme (fig. 7.9). Comme pour le paraboloïde elliptique, on montre 
que le paraboloïde hyperbolique est obtenu par la translation d'une 
parabole, section du paraboloïde par le plan Ozrz (resp. Oyz), dont 
le sommet se déplace le long d'une parabole, section du paraboloïde 
par le plan Oyz (resp. Ozxz). 


4. Cône et cylindres du second degré. 

1° Cône du second degré. Au paragraphe précédent, nous avons 
appelé cône réel du second degré la surface 
S définie par l'équation (7.21) 


2 2 2 
EE + ro. (7.21) 


” M(Z. y, 2) 
Montrons que le cône réel S est engendré par ? Mg. y» Zp} 
des droites passant par l'origine O des coor- 
données. Le point © s'appelle sommet du 
cône. 

Pour prouver cette proposition, il suffit 
visiblement de montrer que la droite Z 
passant par un point quelconque 47, (x, 
Yors Zo) du cône et par l'origine © (fig. 7.10) 
est entièrement située sur le cône, c'est-à- 
dire que les coordonnées (x,y, z) de tout 


point M de la droite ZL vérifient l'équa- Fig. 7.10 
tion (7.21). 
Le point M4 (Zzo Yo Zo) appartenant au cône (7.24), on a 
344 5-0. (7.51) 


Les coordonnées (x, y, z) de tout point M de la droite sont respecti- 
vement égales à {zo, {Yo {Zo, OÙ t est un nombre quelconque. On 
trouve que M appartient au cône, en portant les valeurs tx,, lys 
{z, de x, y et z dans (7.21), en mettant {* en facteur et en tenant 
compte de (7.51). Ce qui prouve la proposition annoncée. 
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On peut représenter le cône par la méthode des sections. On trouve 
sans peine que les sections du cône par les plans z = k sont des ellip- 
ses de demi-axes a* = 2}, b* = 4. 

2° Cylindres du second degré. En classant les quadriques, on a 
rencontré des cylindres elliptique, hyperbolique et parabolique. Les 
équations de ces surfaces sont respectivement 


2 2 2 2 
ms = ! pl, y?= 2pz*). (7.52) 
Ces cylindres sont représentés sur la figure 7.11. 

On remarquera que les cylindres (7.52) sont engendrés par des 
droites parallèles à l'axe Oz. 


9. Génératrices rectilignes des quadriques. En dehors du cône 
et des cylindres, les quadriques engendrées par des droites sont 


) 


4 
T 
Cylindre Cylindre Cylindre 
elliptique hyper bolique parabolique 


Fig. 7.11 


l'hyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique. Plus 
exactement, on a la proposition suivante. 

Par tout point de l'hyperboloïde à une nappe et du paraboloïde 
hyperbolique il passe deux droites entièremeni situées sur ces surfaces. 
Donc, l'hyperboloïde à une nappe et le paravoloïde hyperbolique sont 
engendrés par deux familles de droites. 

Les figures 7.12 et 7.13 montrent comment ces familles de droites 
sont disposées sur ces surfaces. 

Soit l'hyperboloïde à une nappe défini par son équation canonique 


CE (7.19) 


*) On obtient sans peine l'équation du cylindre parabolique y? = 2pz 
de l'équation (7.33) en changeant le nom des axes de coordonnées et en effectuant 
quelques opérations arithmétiques simples. 
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Il est évident que toute droite l', définie comme l'intersection des 
plans 
z z y z Z \ y 
E—i=a(i-+), 1(2+2)=1+4 (7.53) 
est, pour toute valeur de À = 0, entièrement située sur l’hyperboloïde 
(7.19), car l'équation (7.19) est la conséquence algébrique des équa- 
tions (7.53) (l'équation (7.19) est le produit des équations (7.53)). 


La droite l: 1 — + = (0, + + = —= 0 correspond aux équations 


Fig. 7.12 Fig. 7.13 


(7.53) pour À = oo. On montre par analogie que toute droite LS 
définie comme l'intersection des plans 


E-tmi(tt4), (Hit 050 


a C 
est située sur l'hyperboloïde (7.19) pour toute valeur de À + 0. La 
droite [5: 14 + _ = 0, _. ++ = (0 correspond aux équations 


(7.54) pour À = oo. 

On remarquera que les droites l, et T? sont différentes. Donc, 
l'hyperboloïde à une nappe est engendré par deux familles différentes 
de droites l', et l'?. Pour achever la démonstration de la proposi- 
tion, il suffit de montrer que par tout point de l’hyperboloïde, il 
passe une droite de la famille l\ et une droite de la famille ['*. 
La démonstration étant identique dans les deux cas, nous la pro- 
duirons seulement pour la famille j',. 

* Soit ' M, (Zor Yos Zo) un point de l'hyperboloïde (7.19). On a 


8, V8 #4 (7.55) 
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Si le point M, est sur la droite l. ou l',, cette proposition est 
évidente. Dans le cas contraire, prenons une valeur de À telle que 
les nombres z,, Yo, Zo Vérifient la première équation (7.53), et dé- 
signons cette valeur par À.. Donc, 

ann (sd). c.50) 
Montrons que pour À = À,, les nombres z,, ys, Z, Vérifient la deuxiè- 
me équation (7.53), ce qui signifiera que le point M, (xzo; Yor Zo) 
qui appartient à l'hyperboloïde appartiendra aussi à la droite (7.53). 
Supposons que ce n'est pas le cas. Alors 


(+) 21440. (7.57) 
En multipliant (7.56) et (7.57), on obtient l'inégalité 
2 2 zÆ 1 yô 


ai € “br? 
qui contredit (7.55). Donc, la droite l';, est située sur l'hyperboloïde 
et passe par le point M4 (zoo; Yo 2o)- 
En raisonnant de façon analogue, on montre que le paraboloïde 
hyperbolique 
+2 y? 
Fa bd 


est engendré par deux familles de droites I], et Il? d'équations res- 
pectives 


et 


ANNEXE 


FONDEMENTS DE LA GÉOMÉTRIE ET JUSTIFICATION 
DE LA MÉTHODE DES COORDONNÉES 


$ 1. Axiomes de géométrie élémentaire 


On étudiera trois ensembles de nature différente: 
l’ensemble des points 4, B,C, , l'ensemble desdroites 
a, b, c, .. et l'ensemble des plans a, B, y, 

On admettra qu'entre les objets de ces ensembles sont définies 
des relations exprimées par les termes: « appartient à» 
ou «est contenu dans », « est compris entre » et « est congru à ». Par 
exemple, le point À appartient à la droite a ou au plan &; le point 
B de la droite a est compris entre les points À et C de a; le segment 
AB de la droite a est congru au sement CD de la droite b. 

On exigera que ces relations vérifient les vingt axio- 
mes*) plus bas. 

Ces axiomes seront répartis en cinq groupes. 

Le groupe I contiendra huit axiomes d'appartenance. 

Le groupe II, quatre axiomes d'ordre. 

Le groupe III, cinq axiomes de congruence. 

Le groupe IV, deux axiomes de continuité. 

Le groupe V, un axiome de la parallèle. 

Passons à la formulation des axiomes groupe par groupe. Nous 
formulerons au passage des propositions résultant des axiomes énon- 
cés. Ceci nous permettra d'établir les principes fondamentaux du 
développement logique de la géométrie et de justifier l’établisse- 
ment d'une correspondance biunivoque entre l’ensemble des points 
de la droite et l'ensemble des réels, c'est-à-dire de justifier la métho- 
de des coordonnées. 


1. Axiomes d’appartenance. 


1,1. Etant donné deux points quelconques À et B, il existe une 
droite a les contenant. 

1,2. Etant donné deux points quelconques distincts À et B, il existe 
au plus une droite les contenant. 

1,3. Toute droite a contient au moins deux points. Il existe au 
moins trois points n'appartenant pas à une même droite. 


*) Pour le reste, la nature de ces objets, de même que le procédé de défi- 
nition des relations entre ces objets sont arbitraires. 
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Ces trois axiomes épuisent les axiomes d'appartenance de la 
géométrie plane. Les cinq axiomes qui vont suivre, combinés avec 
les trois ci-dessus, constituent les axiomes d'appartenance de la 
géométrie dans l’espace. 

1,4. Etant donné trois points À, B et C n'appartenant pas à une 
même droite, il existe un plan « qui les contient. Tout plan contient 
au moins un point. 

I,5. Etant donné trois points À, B et C non alignés, il existe un 
plan au plus qui les contient. 

1,6. Si deux points À et B d'une droite a appartiennent à un 
plan «, tout point de a appartient à «. 

1,7. S'il existe un point À appartenant à deux plans « et f, il 
en existe encore au moins un qui leur appartient. 

1,8. Il existe au moins quatre points n'appartenant pas à un même 
plan. 

Pour utiliser la terminologie traditionnelle, on conviendra d’iden- 
tifier les expressions suivantes : 1) « le point À appartient à la droite 
a (au plan a)», 2) « la droite a (le plan &) passe par le point À », 
3) « le point À est situé sur la droite a (sur le plan @&) », 4) « le point 
À est un point de la droite a (du plan «) », etc. 

Les axiomes indiqués nous permettent d'établir quelques théorè- 
mes. Ainsi, l’'axiome 1,2 entraîne immédiatement le 

Théorème 1. Deux droites distinctes ne peuvent admettre plus 
d'un point commun. 

Nous laissons au lecteur le soin de prouver les propositions sui- 
vantes qui découlent des axiomes 1,1 à 1,8 *). 

Théorème 2. Deux plans ne possèdent aucun point commun ou 
bien possèdent une droite commune qui contient tous leurs points com- 
muns. 

Théorème 3. Un plan et une droite non située sur lui ne peuvent 
avoir plus d'un point commun. 

Théorème 4. Par une droite et un point extérieur à elle ou par 
deux droites distinctes possédant un point commun il passe un plan et 
un seul. 


Théorème 5. Tout plan contient au moins trois points. 


2. Axiomes d'ordre. 


11,1. Si un point B d'une droite a est compris entre des points À 
et C de a, alors A, Bet C sont des points distincts de a et B est compris 
aussi entre C et À. 

11,2. Etant donné deux points distincts À et C d'une droite a, il 
existe au moins un point B de a tel que C soit compris entre À et B. 


*) En cas de difficulté, nous renvoyons le lecteur parexemple à N. Efi- 
mov, Géométrie supérieure, Ed. « Mir», Moscou, 1981, p. 43-44. 
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IL,3. Etant donné trois points d'une droite, il en existe un au plus 
qui est compris entre les deux autres. 

Ces trois axiomes qui se rapportent à la disposition des êtres 
géométriques sur la droite sont appelés axiomes d'ordre linéai- 
res. Formulons enfin un axiome d'ordre sur la disposition des 
êtres, géométriques dans le pla n. Introduisons préalablement la 
notion de segment. 

Appelons segment un couple de points distincts À et B et dési- 
gnons-le par AB ou BA. Les points À et B sont les extrémités de AB. 
Les points de la droite définie par À et B, compris entre À et B, 
seront appelés points intérieurs ou simplement points du segment AB. 
Les autres points de la droite sont les points extérieurs de AB. 

II,4. (axiome de Pasch). Si À, B et C sont trois points non alignés 
et a une droite du plan défini par ces points, ne contenant aucun de ces 
points et passant par un point du segment AB, alors cette droite passe 
encore soit par un point du segment AC, soit par un point du seg- 
ment BC. 

Signalons que les axiomes d'ordre 11,1 à 11,4 ne suffisent pas 
encore pour affirmer que tout segment admet des points intérieurs. 
Mais en sollicitant les axiomes d'appartenance 1,1 à 1,3, on peut 
établir la proposition suivante. 

Théorème 6. Etant donné deux points distincts À et B, il existe 
au moins un point intérieur au segment AB. 

On propose au lecteur d’établir successivement les propositions 
suivantes *) en se servant des axiomes d'appartenance 1,1 à 1,8 et 
des axiomes d'ordre ]J1,1 à 11,4. 

Théorème 7. Parmi trois points distincts d'une droite, il en existe 
un qui est compris entre les deux autres. 

Théorème 8. Si trois points À, B et C ne sont pas alignés et si une 
droite a coupe **) deux quelconques des segments AB, BC et AC, cette 
droite ne coupe pas le troisième. 

Théorème 9. Si B est un point du segment AC et C, un point du 
segment BD, alors B et C sont des points du segment AD. 

Théorème 10. Si C est un point du segment AD et B, un point du 
segment AC, alors B est un point de AD et C, de BD. 

Théorème 11. Il existe une infinité de points compris entre deux 
points distincts d'une droite. 

Théorème 12. Si des points C et D sont compris entre À et B 
et si M est compris entre C et D, alors M est compris entre A et B. 

Théorème 13. Si des points C et D sont compris entre des points À 
et B, tous les points de CD appartiennent à AB (on dira dans ce cas 
que CD est contenu dans AB). 


*) Le lecteur trouvera toutes ces denvnstrations dans le livre de N.Efi- 
m O v, Géométrie supérieure, Ed. « Mir », Muscou, 1981, p. 45-49. 
**) Par « la droite coupe le segment », on entend que cette droite contient 
un point intérieur de ce segment. ne 
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Théorème 14. Si un point C est compris entre À et B, alors 
1) aucun point de AC n'appartient à CB, 2) tout point de AB distinct 
de C appartient soit au segment AC, soit au segment CB. 

C2s propositions permettent d’'ordonner l'ensemble des 
points d'une droite et de choisir une orientation sur elle. 

On dira que deux points distincts À et B d’une droite a sont 
situés de part et d'autre (resp. du même côté) d’un point O de a si O 
est compris (resp. n'est pas compris) entre À et B. 

Les propositions ci-dessus entraînent le théorème suivant. 

Théorème 15. Tout point O d'une droite a partage les autres 
points de a en deux classes non vides telles que deux points quelconques 
d'une classe sont situés d'un même côté de O et deux points quelconques 
appartenant à des classes différentes sont situés de part et d'autre de O. 


Donc, la donnée sur une droite de deux points distincts O et Æ 
définit sur cette droite un axe ou une demi-droite OE dont chaque 
point est situé du même côté de O que £. 

Choisissons maintenant deux points distincts O et Æ d'une droite a 
et définissons une relation d'ordre sur a de la manière suivante: 
1) À et B étant des points quelconques de l'axe OE,, on dira que À 
précède B si À est compris entre O et B, 2) que O précède tout point 
de OË, 3) que tout point n'appartenant pas à OE précède O et 
tout point de UE ; 4) À et B étant des points quelconques n’appar- 
tenant pas à OËE, on dira que À précède B si B est compris entre 
A et ©. 

[Il est immédiat de vérifier que cette relation d'ordreest tran- 
sitive, c'est-à-dire que si À précède B et B précède C, alors À 
précède C. 

Les axiomes énoncés plus haut permettent d'introduire une rela- 
tion d'ordre dans le plan. La démonstration de la proposition suivan- 
te est laissée au soin du lecteur. 

Théorème 16. Toute droite a d'un plan « partage les points de a 
extérieurs à a en deux classes non vides telles que deux points quelconques 
A et B pris dans des classes différentes engendrent un segment AB qui 
coupe cette droite, et deux points À et A° d'une même classe engendrent 
un segment AA‘ qui ne comprend aucun point de a. 

En vertu de ce théorème, on dira que les points À et 4” (d’une 
même classe) sont situés dans le plan « d'un même côté de la droite 
a et les points À et |B (appartenant à des classes différentes) sont 
situés dans le plan « de part et d'autre de a. 


3. Axiomes de congruence. 


111,1. Si À et B sont deux points d'une droite a et A’ un point de a 
(resp. d'une autre droite a”), il existe d'un côté ou de l'autre de A’ 
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un point B' et un seul de a (resp. a”) tel que A'B° soit congru à AB. 
Chaque segment AB est congru au segment BA *). 

III,2. Deux segments A'B" et AB" congrus à un même segment 
AB sont con : 

I11,3. Soient AB et BC deux segments d'une droite a sans point 
intérieur commun, A’B' et B'C', deux segments de a ou d'une autre 
droite a’, également sans point intérieur commun. Si le segment AB 
est congru au segment A'B° et le segment BC est congru au segment 
B'C', le segment AC est congru au segment A'C'. 

Ces trois axiomes portent sur la congruence des segments. Pour 
formuler les autres axiomes de congruence, nous aurons besoin de la 
notion d'angle et de points intérieurs d'un angle. 

On appelle angle un couple de demi-droites k et k non confon- 


LS pet 
dues, issues d’un même point ©, que l'on note (h, k) ou (k, h). 
Si les demi-droites À et k sont données par leurs points ©, À 


TMS MS MS 
et O, B, on désignera l'angle (h, k) (resp. (k, h). par AOB (resp. 


PA 
BOA). 
En vertu du théorème 4, deux demi-droites À et k formant un 


SX 
angle (k, k) déterminent un plan « et un seul. 


TMS 
On appelle points intérieurs de (h, k) les points du plan « qui, 
premièrement, sont du même côté de la droite, support de h, que 
les points de k et, deuxièmement, du même côté de la droite, sup- 
port de #, que les points de À. 


SS 
IIT,4. Soient donnés un angle (h, k) dans un plan « et une droite 
a de a (resp. d’un autre plan &'). Faisons choix d'un des demi-plans 
de à (resp. &") délimités par a’ et supposons que h' est la demi-droite 
de a” issue d'un point quelconque O0’. Dans « (resp. a‘) il existe une 


MS SMS 
demi-droite k’ et une seule telle que (h, k) est congru à (h’, k'), les 


TMS 
points intérieurs de (h', k") étant situés dans le demi-plan choisi. Chaque 
angle est congru à lui-même. 
III,5. Soient A, B, Cet A’, B', C' deux triples de points 
respectivement non alignés. Si le segment AB est congru au segment 


DAS 
A'B", le segment AC, au segment A'C', l'angle BAC, à l'angle 


*) Cet axiome nous donne la possibilité de déplacer le segment AB le long 
de la droite qui le supporte (en lui conservant sa longueur et son sens). On dira 
que le segment orienté CD a été obtenu par translation du segment orienté AB si 
le segment CD est congru au EU AB et si ou bien le segment AD est contenu 
dans le segment BC, ou bien Je segment BC est contenu dans le segment AD. 


1/e 13—01538 Ho 
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MN AN MS 
B'A'C", alors l'angle ABC est congru à l'angle A’B'C" et l'angle 


IN TN 
ACB à l'angle A'C'B. 

Comparons maintenant des segments et des angles non congrus. 

On dira qu’un segment AB est plus grand qu’un segment A'B" 
si-sur la droite définie par les points À et B, il existe un point C 
intérieur à AB tel que le segment AC soit congru au segment 4’B’. 
On dira qu’un segment AB est plus petit qu'un segment A'B’ si 
le segment A'B" est plus grand que AB. 

[Le fait que AB est plus petit que (resp. congru à) 4’B’ sera noté 


AB << A'B' (resp. AB = A'B'). 


7 Ge 
On dira que AOB est plus grand que A'O'B" si dans le plan défini 
IN 
par AOB il existe une demi-droite OC dont tous les points sont 
intérieurs à AOB et telle que AOC est congru à A’O'B'. On dira que 


MN ZT Le 
AOB est inférieur à 4'oë si 4°0'B est supérieur à Â08. 

Les axiomes d'appartenance, d'ordre et de congruence permet- 
tent de prouver de nombreux théorèmes classiques de géométrie 
élémentaire. Et notamment: 1) les cas d'égalité des triangles, 
2) l'égalité des angles opposés par le sommet, 3) l'égalité des angles 
droits, 4) le théorème d'’unicité de la perpendiculaire abaissée d’un 
point sur une droite, 5) le théorème d’unicité de la perpendiculaire 
élevée d’un point d’une droite, 6) le théorème de l'angle extérieur 
d'un triangle, 7) le théorème de la perpendiculaire et de l’oblique. 

Le lecteur est invité à démontrer successivement les théorèmes 
énoncés. 


4. Axiomes de continuité. Les axiomes d'appartenance, d'ordre 
et de congruence nous ont permis de comparer les segments, c’est-à- 
dire d'établir par lequel des signes <<, = ou > sont reliés deux 
segments donnés. 

Mais ces axiomes ne suffisent pas pour 1) associer à chaque seg- 
ment un réel, 2) établir la bijectivité de cette correspondance. 

Pour que ceci soit possible, il faut adjoindre deux axiomes de 
continuité aux axiomes I, II, III. 

VI,1 (axziome d’Archimède). Soient AB et CD des segments 
arbitraires. La droite définie par les points À et B contient un nombre 
fini de points À,, AÀ,, ..., À, tels que À, est compris entre À et A, 
le point À, entre À, et As, . .., le point A,_, entre A,_, et An, les 
segments AA,, AjA43 . .., An-1A4n étant congrus au segment CD 
et le point B compris entre À et À,. 
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IV,2 (axiome de complétude linéaire). L'ensemble des points 
d'une droite a ne peut être complété par de nouveaux êtres (points) 
de telle sorte que 1) sur la droite complétée soient définies les relations 
« est compris entre », « est congru à » et la relation d'ordre et soient va- 
lables les axiomes de congruence 111,1 à III,3 et l'axiome d'Archimè- 
de IV,1 ; 2) Les relations « est compris entre » et « est congru à » définies 
sur la droite complétée gardent leur ancienne signification pour les 
points de a. 

Nous allons montrer maintenant que l'adjonction de l'axiome 
d'Archimède IV,1 aux axiomes 1,1 à 1,3, 11,1 à 11,3 et 111,1 à III,3 
nous permet d'associer à chaque point d’une droite a un nombre réel 
x bien défini appelé coordonnée de ce point et d'affirmer, l'axiome 
IV,2 aidant, que les coordonnées de tous les points de la droite a 
parcourent l’ensemble des réels. 


5. Justification de la méthode des coordonnées. Suspendons 
provisoirement l'exposé des axiomes de géométrie pour justifier la 
méthode des coordonnées en utilisant les axiomes énoncés. 

Etablissons au préalable la proposition suivante. 


Premier théorème fondamental. Les axiomes 1,1 à I,3, II,1 à 
11,3, 111,1 à I11,3 et l'axiome IV,1 d'Archimède nous permettent 
d'introduire sur toute droite a des coordonnées de telle sorte que soient 
remplies les conditions suivantes: 

1° À chaque point M de cette droite est associé un réel x appelé 
coordonnée de M. 

29 A des points distincts sont associées des coordonnées distinctes 
et de plus un point M, est compris entre M, et M, si et seulement si 
ou bien r, ze L'x4 Ou bien x, > xs >> rs (Où y, Zoe, rs sont les 
coordonnées respectives des points M,, M, et M;). 

3° Les segments MM, et MiM;: sont congrus si et seulement si 
To — Ly = T2 — Xi (OÙ Zi, Ze, ZX, et x. sont les coordonnées respectives 
des points M,, M,, Mi et M;). 

49 Si les réels x, et x, sont les coordonnées de certains points, le 
nombre réel x,x, est la coordonnée d'un certain point. 


Démonstration. Sur la droite a, choisissons © pour 
origine des coordonnées et soit Æ le point dont la coordonnée est 
égale à l'unité. Soit M un point arbitraire de a. Supposons pour 
fixer les idées que M et Æ sont situés d'un même côté de © (les 
axiomes 1,1 à 1,3, II,1 à 11,3 et 111,1 à 111,3 permettent d'établir 
une relation d'ordre sur a). Pour tout entier nr > 0 et tout entier 
m > 0 on peut construire les segments n-0M et m-OË en reportant 
successivement n fois OM et m fois OE dans le même sens (la 
possibilité de reporter un segment congru dans un sens quelconque 
et de prendre la somme des segments congrus ne possédant pas de 


13* 
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points intérieurs communs résulte des axiomes 1,1 à 1,3, II,1 à II,3 
et III,1 à III,3). 

Les axiomes mentionnés nous permettent de comparer deux seg- 
ments quelconques. Donc, les segments n-O0M et m-OE sont reliés 
par le signe << ou >> selon! les valeurs prises par n et m. 


Considérons tous les nombres rationnels _ et partageons-les 


en deux classes, l’une, dite classe supérieure, composée des 
nombres tels que 


n°OM <m'°OËE, (A.1) 
l’autre, dite classe inférieure, composée des nombres tels que 
n°OM > m'-OE. (A.2) 


Montrons que ces deux classes définissent de façon unique un 
réel z qui sera associé au point M et appelé coordonnée de M. 

Montrons d’abord que tout nombre rationnel de la classe supérieure 
est plus grand que tout nombre rationnel de La classe inférieure. En ré- 
duisant au même dénominateur deux nombres rationnels quelconques 
pris chacun dans une de ces classes et en désignant ce dénominateur 
par nr, on trouve, (A.1) et (A.2) aidant, que le numérateur de l'élé- 
ment de la classe supérieure est plus grand que celui de l’élément 
de la classe inférieure. De là il s'ensuit que le nombre de la classe 
supérieure est plus grand que celui de la classe inférieure. 

À noter que les deux classes ne sont pas vides: la classe inférieure 
contient visiblement le nombre 0, quant à la deuxième classe, pour 
montrer qu'elle n’est pas vide, il suffit de poser r7 = 1, et de remar- 
quer que l’axiome d’Archimède IV,1 affirme l’existence d’un entier 
naturel m tel que (A.1) soit valable pour nr = 1. 

En vertu du théorème des bornes d’un ensemble non vide majoré 
(resp. minoré), la classe inférieure admet une borne supérieure z 


et la classe supérieure, une borne inférieure x. 
Montrons que x et x sont compris entre des nombres rationnels aussi 


proches que l'on veut, donc, sont confondus. À cet effet, il suffit de 
montrer qu'il existe des nombres aussi proches que l'on veut, apparte- 
nant aux deux classes. Ceci résulte du fait que pour un nr aussi grand 


: . 4 
que l’on veut on peutexhiber un m tel que le nombre rationnel mt 


appartienne à la classe supérieure et le nombre rationnel — à la 
classe inférieure *). 

Posons maintenant x = x = x et associons un point M à zx, 
en l'appelant coordonnée de M. La condition 1° est remplie. 


*) Le fait que pour tout » on peut exhib2r un m tel que (A.{) soit vérifiée, 
résulte encore de l'axiome IV,1 d'Archimède. 
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Soient maintenant M, et M, deux points arbitraires situés d'un 
même côté de O que E et tels que M, soit compris entre O et M3, c'est-à- 
dire que OM, > OM,. Montrons que si x, et x, sont les coordonnées 
respectives de M, et M;,, on a za >> x1. 

Choisissons n assez grand pour que la différence des segments OM, 
et OM,, multipliée par n, soit supérieure à OE (ceci est possible en 
vertu de l’axiome IV,1 d’Archimède). En désignant alors par m 
le plus grand entier tel que 


n°OM, > m°OE, 


on trouve que 


n°OM, < (m + 1)°OE, (A.3) 
et compte tenu du choix den 
n°OM, > (m + 1)°-OE. (A.4) 
mt | 


De (A.3), on déduit que le nombre rationnel appartient à la 


classe supérieure relativement à M,, c'est- ee que 24 Z Li 
et de (A.4), qu'il appartient à la classe inférieure relativement à My 
donc z, >, Ceci prouve que x > 21. 


Si maintenant des points O, M,, M3, ..., M, de a se suivent 
dans cet ordre (du côté de £ *)), la proposition qui vient juste d'être 
établie nous donne 0 Kzr ra... <<. 

Ceci prouve la condition 2° pour les points situés du même côté 
de © que £E. De façon exactement analogue, on introduit les coor- 
données négatives pour les points M de a situés de l’autre côté 
de O, et en reproduisant ces raisonnements on établit les conditions 
49 et 2° sous la forme générale. 

Pour établir les conditions 3° et 4° on montrera préalablement que 
si une droite a contient trois points M,, M,, M de coordonnées stricte- 
ment posilives, z1, za, x tels que M, est compris entre O et M et les 
segments M.M et OM, sont congrus, alors x = x, + x. 

Prenons dans les classes inférieures correspondant aux 
coordonnées zx, et x. deux nombres rationnels arbitraires 
que nous désignerons (après les avoir ramenés à un même dénomina- 


teur) respectivement par 7 et 2. Alors 
n'OM,>m;'O0E, n°OM3> ms:°0E. 
En additionnant ces inégalités terme à terme, on obtient 
n°OM > (m; + M3) °OE. (A.5) 


*) Dans ce qui suit, ce côté sera appelé côté positif. 
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Plus exactement, au premier membre de (A.5), on obtient la somme 
du segment OM, reporté n fois et du segment OM, reporté n fois, 
somme qui est égale à n fois la somme des segments OM, et OM,, 
c'est-à-dire à n°:OM *). 


De l'inégalité (A.5), il s'ensuit que le nombre rationnel “= + 


m Ld « e Ld e * 
ne appartient à la classe inférieure correspondant à la 
coordonnée x. 


De façon exactement analogue, en prenant deux nombres ration- 


. . m Me , . 
nels arbitraires dt dans les classes supérieu- 


res correspondant aux coordonnées x, et r,, on montre que le nombre 


e m m e Li] # e 
rationnel —. + — appartient à la classe supérieure cor- 


respondant à la coordonnée zx. 

De la définition de la somme des réels et du fait que les nombres 
rationnels de la classe aussi bien supérieure qu'inférieure approchent 
la coordonnée correspondante d’aussi près que l'on veut, il s'ensuit 
maintenant que zx = 2, + Ze. 

On vient donc de prouver que porier un segment OM, du côté 
positif de M, de coordonnée x, revient à construire un point M de coor- 
donnée x vérifiant la condition x = x, + x,, où x, >> 0 est la coordon- 
née du point M. 

Cette proposition a été établie pour le cas x, > 0; sa généralisa- 
tion qui ne présente aucune difficulté est laissée au soin du lecteur. 
La proposition démontrée entraîne immédiatement la condition 42. 
Pour prouver 3° il suffit de remarquer que reporter un segment re- 
vient à ajouter une constante à la coordonnée du point. Ceci achève 
la démonstration du théorème **). 

Remarque. Signalons particulièrement que le premier 
théorème fondamental n'affirme pas qu'à tout réel x correspond un 
point défini de la droite (c’est-à-dire que la correspondance entre 
les points de la droite et les réels est bijective). 

Nous allons voir qu'il est impossible de prouver ceci en se servant 
uniquement des axiomes 1,1 à 1,3, II1,1 à 11,3, 111,1 à 111,3:et 
IV,1 sans recourir à l'axiome de complétude linéaire 1V,2. 


Deuxième théorème fondamental, Supposons que les axiomes 1,1 
à 1,3, 11,1 à 11,3, 111,1 à 111,3 et IV,1 sont valables et que la droite a 


*) Le fait que l'on peut permuter les termes d’une somme de segments 
géométriques résulte des considérations suivantes. 11 suffit d'établir la permu- 
tabilité de deux segments, ce qui découle immédiatement de l'axiome 111,3 qui 
ne dit rien de l'ordre dans lequel sont « accolés » les segments A’B” ct B'C'. Quel 
que soit l'ordre de ces segments, la somme 4'C” est congrue au segment AC. 

**) A noter que dans la démonstration du premier théorème fondamental 
les axiomes 1,1 à 1,3 et I1,1 à 11,3 n'ont été utilisés que pour ordonner les points de 
la droite. 
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est munie de coordonnées. Pour qu'à tout nombre réel x soit associé un 
point de la droite a, c'est-à-dire pour qu'il existe une correspondance 
bijective entre les réels et les points de la droite a, il est nécessaire el 
suffisant que soit valable l'axiome de complétude linéaire 1V,2. 


Démonstration. 1) Suffisance. Montrons que 
s’il existe des réels x auxquels n’est associé aucun point de a, l'axio- 
me IV,2 n'est pas valable. 

Supposons que ces réels existent. Appelons ces réels points 
nouveaux et adjoignons-les aux anciens points de la droite a. 


Sur la droite complétée a ainsi obtenue, à chaque réel est déjà 
associé un point et réciproquement. 


Ce À 
Définissons sur a les relations « est compris entre » et «est con- 


gru à ». On dira qu'un point M, de a est compris entre M, et M, 
si ou bien z, <<, < rs où bien x,> 2 > Zy, OÙ y, To et Ts 
sont soit les coordonnées des points W,, M, et M, si ces points sont 
anciens, soit ces points mêmes s'ils sont nouveaux. Il est évident 
que la relation « est compris entre » reste en vigueur pour les anciens 


points de 4. 


On dira que deux segments M,M, et MiM2 de la droite a sont 
CON£TUS SiToe — Ly = Lo — Li, Lis Lo Ty et ze étant les coordonnées 
respectives de W,, A1,, Mi et M: si ces points sont anciens, et ces 
points mêmes s'ils sont nouveaux. Il est encore évident que la rela- 
tion « est congru à » garde son ancienne signification pour les anciens 


points de a. 


Il est évident par ailleurs que les points de la droite complétée a 
sont justiciables de la relation d'ordre et des axiomes de congruence 
II1]1,1 à III,3 et de l’axiome d'Archimède IV ,1. 

Nous avons montré qu'il était possible de compléter la droite a 
en transgressant l’axiome de complétude linéaire I1V,2. 

La suffisance est prouvée. 

2. Nécessité. Montrons que si l’axiome de complétude 
linéaire IV,2 est violé, les coordonnées de tous les points de la droite a 
ne parcourent pas l'ensemble tout entier des réels. 


Si l’axiome IV,2 n'a pas lieu, il existe une droite complétée a 
dont tous les points sont justiciables des relations « est compris 
entre », «est congru à», de la relation d'ordre, des axiomes de 
congruence III,1 à [11,3 et de l’axiome d'Archimède I1V,1. En vertu 
du premier théorème fondamental, on peut introduire des coordon- 


nées sur la droite complétée a (dans ce théorème, les axiomes I,1 à 


1,3 et II,1 à 11,3 n'ont servi qu'à munir cette droite d’une relation 
d'ordre). 
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Le d 
Ainsi, à chaque point de la droite a est associé un réel bien défini 
et à des points différents sont associés des réels différents. De là il 
s'ensuit que les réels associés aux points qui ont servi à compléter a 
ne seront associés à aucun point de a. La nécessité est prouvée de 
même que le deuxième théorème fondamental. 


6. Axiome de la parallèle. Le dernier axiome joue un rôle trans- 
cendant en géométrie par ce qu'il divise la géométrie en deux systè- 
mes exclusifs et non contradictoires : la géométrie euclidienne et la 
géométrie non euclidienne. 

En géométrie euclidienne, cet axiome s’énonce comme suit: 

V. Etant donné une droite arbitraire a et un point À extérieur 
à elle, il existe dans le plan « engendré par a et À, une droite au 
plus, passant par À et ne coupant pas a. 

Pendant longtemps, les géomètres se sont demandé si l'axiome 
de la parallèle n’était pas une conséquence des axiomes I, II, II] 
et IV. La réponse à cette question fut apportée par Lobatchevski *) 
qui prouva que l’axiome V ne découlait pas des autres. 

Le résultat de Lobatchevski peut être énoncé comme suit : si aux 
aziomes ] à IV on ajoute une proposition niant l'axiome V, les corol- 
laires de ces aziomes constitueront un système non contradictoire (la 
géométrie de Lobatchevski). 

Le schéma de la démonstration de la non-contradiction de la 
géométrie de Lobatchevski est exposé au $ 3 de cette annexe. 

On observera ici que le système de corollaires résultant des seuls 
axiomes I à IV s'appelle géométrie absolue. La géomé- 
trie absolue est commune à la géométrie d’Euclide et à la géométrie 
de Lobatchevski, car toutes les propositions prouvées à l’aide de ces 
axiomes sont valables pour les deux (le lecteur trouvera des exemples 
de telles propositions dans les numéros précédents). 


$ 2. Schéma de la démonstration de la non-contradiction 
de la géométrie d’Euclide 


Brossons un schéma de la démonstration de la non-contradiction 
des cinq groupes d’axiomes de la géométrie euclidienne. 

Pour simplifier, on prouvera la non-contradiction de la géométrie 
plane, c'est-à-dire qu’on établira la non-contradiction des systè- 
mes d’axiomes 1,1 à 1,3 et II à V. 

Pour cela il suffit de construire une réalisation de l’ensemble des 
êtres vérifiant les axiomes énoncés. 

Nous allons construire une réalisation cartésienne ou arithmétique 
de l’ensemble des êtres vérifiant les axiomes de géométrie plane. 
Ce faisant, nous ramènerons le problème de la non-contradiction 


*) Nicolaïi Lobatchevski, illustre mathématicien russe (1793-1856). 
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de la géométrie plane euclidienne à la non-contradiction de l’arith- 
métique. 

Appelons point tout couple ordonné de nombres réels (zx, y), 
droite, le rapport (u: : w) de trois nombres réels tels que u* + 
— L 7 0 #), 

On dira qu'un point (x, y) appartient à la droite (u: v: w) si 


uz + vy + w = (. (A..6) 


Prouvons les axiomes 1,1 à 1,3. 

Etant donné deux points distincts (x,, y,) et (z+, ÿe), on s'assure 
sans peine qu'ils appartiennent à la droite **) ((y; — y): (zo—23) : 
: (Ziÿe — Zoÿ)) (axiome ÎI,1). 

D'autre part, des équations 


ux, + vy, + w = 0 et ur, + y, + w = ÜÙ 


il s'ensuit que u: 0: w = (y, — Ya): (Za — L1): (xZiY2 — ZoY), de 
sorte que les points (zr,. y.) et (x, y.) définissent une seule droite 
(u : v: w) (axiome 1,2). 

La validité de l’axiome 1,3 résulte du fait que l'équation (A.6) 
en x et y admet toujours une infinité de solutions, mais que tout 
couple (x, y) n'est pas solution de cette équation. 

Définissons maintenant la relation « est compris entre ». Comme 
u® +1 > 0, on a ou bien u æ 0, ou bien v Æ 0. 

Pour v + 0, on dira que le point (x., y.) est compris entre (x;, y) 
et (rs. ÿYs) si ou bien x, << ze << rs, ou bien x, > x, >> rs. Pour v = 
= 0 (u étant bien sûr 0), on dira que le point (x:, y.) est compris 
entre (x;, yi)et (Ts, Ys) Si ou bien y, << y << Yss Ou bieny, > Ys>> Ys. 

La validité des axiomes II,1 à 11,3 s'établit de façon triviale. 
La vérification de l'axiome de Pasch 11,4 qui, elle, est plus labo- 
rieuse, sera omise ***), 

Définissons maintenant la relation « est congru à ». Considérons 
à cet effet la transformation orthogonale. Une transformation 


r'=ar+by+c, 
y" = ot + boy + 02, 
qui associe à un point (x, y) le point (xz”, y’) est dite orthogonale si 
ai +bi= 1, 
a+ ba= 1, (A.8) 
ais + bib, = 0. 


(A.7) 


*) On appelle rapport (u:v: w) l'ensemble de trois nombres réels u, v, w 
tels que pour tout À 0 les ensembles u, v, w et Au, Av, Aw sont identiques. 
**) Les points (21, y1) et (re, ye) étant distincts, on a (z1—ze)? + 
+ (y — ya) 0. 
**s) Voir par exemple N. Efimo v, Géométrie supérieure, Ed. « Mir», 
Moscou, 1981, p. 210-211. 


202 ANNEXE. FONDEMENTS DE LA GEOMÉÊTRIE 


Il est immédiat de prouver que toute transformation orthogonale 
(A.7), (A.8) peut être représentée sous l’une des formes suivantes: 


z'=axz—fy+c, (A.9) 

y'=Pr+ay+ 0, 

He PSS (A.10) 
y =Pxz—ay+ ce, 


dans les deux cas à° + B° = 1. Les transformations (A.9) et (A.10) 
sont généralement appelées transformations orthogonales de première 
et de deuxième espèce. 

Soient donnés une droite (u: v: w) et un point (x, yo) de cette 
droite, i.e. uzoy + Lyo + & = (. 

Il est immédiat de s’assurer que l’ensemble des points (x, y), 
avec 


ZT —= ZT, + ul, 
Ù y = yo—ut, 


appartient à la droite (u : v : w) pour tout réel £. Il est clair par ail- 
leurs que pour t >> 0, tous les points (x, y) mentionnés sont situés 
du même côté de (zo, ÿo), et pour t << 0, du côté opposé. 

En d’autres termes, les équations (A.11) définissent pour t{ > 0 
les points d’une demi-droite issue du point (ro, yo) et supportée 
par la droite (u:v:w). Cette demi-droite sera désignée par (x, 
Yor ls —u). 

Il s'avère que toute transformation orthogonale (de première ou 
de deuxième espèce) transforme une demi-droite en une demi-droite. 
Plus exactement, on a la proposition suivante *): les transformations 
orthogonales (A.9) et (A.10) envoient la demi-droite (ro, Yo, L, —u) 
dans la demi-droite (xç, yo, v', —u’), où xs = axro — Byo + Cu 
yo = Pro + Yo + Ce, v' = av + Bu, u’ = —BPv - au pour (A.9) 
et z5 = to + Byo + Cu Yo = Pro — Yo + Cas = av — Pu;u'— 
— —fuv — au pour (A.10). 

Désormais, on dira qu'un segment AB est congru à un sement 
A'B" s'il existe une transformation orthogonale qui associe à :1 le 


(A.11) 


S MTS 
point A’et à B le point B’. Un angle (h, k) et un angle (k’, k') sont 
congrus s’il existe une transformation orthogonale associant k' à 
et k’ à k. 
Passons maintenant à la vérification des axiomes III,1 à 111,5. 
L'axiome 111,2 résulte des propriétés de groupe de la transformation 
orthogonale, propriétés en vertu desquelles le produit de deux trans- 


*) La démonstration de cette proposition est laissée au soin du lecteur. 
En cas de difficulté, nous proposons de voir le livre déjà mentionné de N.Efi- 
m Oo v, Géométrie supérieure, p. 212-214. 
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formations orthogonales et la réciproque d'une transformation 
orthogonale sont encore des transformations orthogonales. La vérifi- 
cation (qui sera omise) des autres axiomes est assez laborieuse et 
fait appel à la proposition établie ci-dessus. 

S'agissant des axiomes de continuité, le premier, l’axiome d’Ar- 
chimède IV,1, se vérifie immédiatement, le second, l'axiome de 
complétude IV,2, résulte du fait qu'entre l’ensemble des points 
de la droite et l’ensemble des réels, on peut établir une correspon- 
dance biunivoque (cf. deuxième théorème fondamental du n° 5, $ 1). 

Reste à vérifier la validité de l’axiome V de la parallèle. Soient 
(u : v: w) une droite, (z+, yo) un point extérieur à elle, de sorte que 
UTo + Lyo + w 0. 

Soit (u’: v’: w’) une droite passant par (xs, Yo), C'est-à-dire que 


u'Zo + v'yo + w' = 0. (A.12) 


Etant donné que cette droite ne coupe pas la droite (u: v: w), le 
système d'équations 


’ ? ’ 
u'z+uv'y+w =0, (A.13) 
ux + vy+ w—=0 

doit être incompatible, c'est-à-dire que u':u = v': v ou ce qui re- 
vient au même u’ — Àu, v’ = Àv, où À est un nombre arbitraire. 
De (A. 12) on déduit alors w' = —À (ux, + Yo)» & ’est-à-dire que 
u':v':w" =u:v: — (uz, + vys). Le rapport u” : w” est donc 
défini de façon unique, autrement dit il existe seule droite 
(u’ : v’: w”) passant par (x, y.) et ne coupant pas la droite (u : v: w). 

Ceci achève la démonstration de la non-contradiction de la géo- 
métrie plane euclidienne. 

Remarque. On démontre de façon analogue la non-contra- 
diction de la géométrie euclidienne dans l’espace. Pour cela 
on appelle point tout triple ordonné de nombres réels (x, y, 2), 
droite, l'ensemble de tous les triples (x, y, z) dont les éléments x, y, Z 
sont reliés par un système de deux équations linéaires, plan, l'en- 
semble de tous les triples (x, y, z) dont les éléments zx, y, z satis- 
ont à une équation linéaire. 


$ 3. Schéma de la démonstration de la non-contradiction 
de la géométrie de Lobatchevski 


Pour simplifier, on se limitera à la démonstration de la non-con- 
tradiction de la géométrie plane de Lobatchevski, c’est-à-dire 
qu'on construira une réalisation de l’ensemble des êtres vérifiant 
les axiomes I,1 à 1,3, II à IV et l’axiome réfutant V. Pour construire 
la réalisation indiquée, on s’appuyera sur la non-contradiction de 
la géométrie d’'Euclide plane, c'est-à-dire qu’on ramènera la non- 
14e 
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contradiction de la géométrie plane de Lobatchevski à celle de la 
géométrie plane d'Euclide. Le modèle exposé dans ce paragraphe 
est de Poincaré *). 

Soit dans un plan euclidien une droite horizontale zx. Celle-ci 
partage ce plan en un demi-plan supérieur et un demi-plan inférieur. 

Les points du demi-plan supérieur seront appelés « points non 
euclidiens », les demi-cercles centrés sur x et les demi-droites verti- 
cales issues de x, « droites non euclidiennes » (il est commode de traiter 
ces demi-droites comme des cercles de rayon infiniment grand). 

Nous allons définir entre les « points non euclidiens » et les 
« droites non euclidiennes » des relations « appartient à», «est 
compris entre», «est congru à ». Puis nous montrerons que les 
axiomes de la géométrie absolue (c'est-à-dire les axio- 
mes 1,1 à 1,3, Il à IV) sont valables et que l’axiome de parallélisme 
de Lobatchevski (c'est-à-dire la négation de l'axiome V d'Euclide) 
est vérifiée dans le modèle construit. 

On dira qu’un « point non euclidien » À appartient à une « droite 
non euclidienne » a si le point À du demi-plan supérieur est situé 
sur le demi-cercle a. 

La validité des axiomes I,1 à 1,3 s'établit de façon triviale. 
Ainsi, les axiomes I,1 et I1,2 reviennent à affirmer que par deux 
points du demi-plan supérieur il passe un cercle et un seul centré 
sur z. L'axiome 1,3 revient à affirmer que tout demi-cercle contient 
deux points au moins et qu’il existe au moins un point extérieur à ce 
demi-cercle. 

Etablissons maintenant la relation « est compris entre ». Soient 
A, B, C trois points de la « droite non euclidienne » figurée par le 
demi-cercle a. On dira que le point B (au sens non euclidien) est 
compris entre À et C si B est situé sur le demi-cercle a entre À 
et C (au sens euclidien). 

Avec une telle définition de la relation « est compris entre » la 
validité des axiomes II,1 à II1,3 s'établit sans peine. De reste, on 
peut donner une forme plus suggestive à l’ordre dans lequel se suivent 
les points de la « droite non euclidienne » figurée par le demi-cercle a. 
Traçons dans le demi-plan supérieur une droite y parallèle à x et 
extérieure à a. L'ensemble de toutes les demi-droites issues du 
centre O de a établit une correspondance biunivoque entre les en- 
sembles des points de a et de y. 

Les points de a se suivent dans le même ordre que leurs images 
sur y. On prouve incidemment que l'ensemble des points de toute 
« droite non euclidienne » a est en correspondance bijective avec l'en- 
semble des réels. 

Reste à vérifier l'axiome 11,4 de Pasch. La démonstration de cet 
axiome, qui est évidente, sera omise. 


*) Henri Poincaré, remarquable mathématicien français (1854-1912). 
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Passons maintenant à la définition de la relation « est congru à ». 
Toute la subtilité du modèle de Poincaré est dans la manière dont 
cette relation a été définie. Sans entrer dans les détails, arrétons- 
nous sur les points essentiels de cette définition. 

Soit donné un cercle de rayon r et de centre À. On appelle inrer- 
sion par rapport à ce cercle une transformation ponctuelle qui à un 
point Àf distinct de À associe un point A1” situé sur la demi-droite 
AM et vérifiant AM'-AM = r°. 

On dira que deux « segments non euclidiens » AB et A'B° sont 
congrus s’il existe un produit d'inversions appliquant l’arc euclidien 
AB sur l'arc euclidien A°B”. 

On appellera « angle non euclidien » l'ensemble de deux « demi- 
droites non euclidiennes » issues d’un même point. 


S TX 

On dira que les « angles non euclidiens » (k”, *”) et (hk, X) sont 
congrus s'il existe un produit d'inversions appliquant les côtés du 
premier angle sur ceux du second. 

Une fois ces définitions adoptées, la vérification des axiomes de 
congruence 111,1 à 111,5 devient un travail de routine qui sera 
omis *). 

La vérification de l’axiome d'Archimède IV,1 n'apporte aucune 
complication et ne fait appel qu'aux propriétés de l’inversion. 

Le dernier axiome de la géométrie absolue, l’axiome de complétu- 
de IV,2, est valable puisque (comme établi ci-dessus) entre l'en- 
semble des points de toute « droite non euclidienne » et l'ensemble 
des réels on peut établir une correspondance biunivoque (cf. deuxiè- 
me théorème fondamental du n° 5, $ 1). 

Ainsi, le modèle de Poincaré vérifie tous les axiomes de la géo- 
métrie absolue (1,1 à 1,3, 11 à IV). 

Qu'en est-il de l’axiome de la parallèle? Prenons une « droite 
non euclidienne » figurée par le demi-cercle a et un point À non 
situé sur elle. I] est immédiat de vérifier que par le point À il passe 
une infinité de demi-cercles ayant leurs centres sur x et ne 
coupant pas le demi-cercle a. 

Cela signifie que le modèle de Poincaré vérifie l’axiome de paral- 
lélisme de Lobatchevski. 

Ceci achève la démonstration de la non-contradiction de la 
géométrie plane de Lobatchevski et montre que l’axiome V d'Euclide 
n’est pas une conséquence des axiomes 1,1 à 1,3, II à IV de la géo- 
métrie absolue. 


*) Pour plus de détails, voir N. Efimov, Géométrie supérieure, Ed. 
« Mir», Moscou, 1981, p. 172-175. 
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$ 4. Remarques finales sur l’axiomatique 


L'étude de tout système d'axiomes fait apparaître les trois problè- 
mes suivants : 1) la non-contradiction des axiomes, 2) la minimalité 
du système d’axiomes (qui permet de dire si un axiome n’est la consé- 
quence des autres), 3) la complétude du système d’axiomes (on dit 
qu'un système d'axiomesest complet s'il est possible d'établir 
entre les éléments de deux quelconques de ses réalisations une cor- 
respondance biunivoque préservant les relations entre ces éléments). 

Aux $$3et 4, nous avons établi la non-contradiction des systèmes 
d'axiomes de la géométrie d’Euclide et de la géométrie de Loba- 
tchevski. 

La minimalité d'un système d'axiomes est un problème très 
épineux qui implique une étude approfondie. Un exemple d'une 
telle étude est l'établissement du fait que l'axiome de la parallèle 
ne résulte pas des autres. 

On montre qu'un système d’axiomes de géométrie est complet en 
introduisant des coordonnées pour toute réalisation et en établissant 
ensuite une correspondance biunivoque (avec préservation de toutes 
les relations) entre les points, les droites et les plans de la réalisa- 
tion considérée et de la réalisation cartésienne étudiée au $ 2. 
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